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あらまし 条件付き項書換え系 (CTRS)の合流条件はこれまで盛んに研究されてきた．しかし，これらの合流
条件の多くは，CTRSの停止性を仮定している．停止性を仮定しない場合の合流条件に関しては，CTRSが左
線形で危険対をもたないときに合流するという Klopと Bergstraの結果以外はほとんど知られていない．しか
し，CTRSの中に危険対が存在していてもそれらがすべて不能であれば，CTRSは危険対をもたないシステムと
同様に振舞うことが示される．本研究では，Kaplanによって提案された危険対の不能性という概念を利用して，
Klopと Bergstraによって示された合流条件を拡張する．
キーワード 条件付き項書換え系, 合流性, 危険対, 不能性

1. は じ め に

項書換え系（TRS）はプログラム変換や検証の理論

的基礎をあたえるものとして，これまでさまざまな

研究がおこなわれてきた (6), (9)．TRSとは，計算過程

を項の書換えで表現した計算モデルであり，等式を左

辺から右辺への書換え規則とみなすことにより計算

を定義する．TRSの書換え規則に適用条件を付加す

ることで，TRSの表現能力を自然に拡張することが

できる．このようなシステムを条件付き項書換え系

（CTRS）とよぶ．CTRSは関数型言語と論理型言語

の特徴をあわせもつので，関数・論理融合型言語の計

算モデルとして理論と応用の両面で盛んに研究されて

いる (1)～(5), (7), (8)．

計算モデルとしての CTRSの重要な性質に，“合流

性”がある．CTRSが合流性をみたせば，どのような

計算の道すじを通っても，得られる答は一意であるこ

とが保証されている．したがって，計算モデルにおい

て柔軟な計算を可能とするためには合流性をみたすこ

とが重要である．

これまでに知られている CTRSの合流条件の多く
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は，停止性を仮定し局所合流性を示すことによって導

かれている (2), (3)．一方，停止性を仮定しない書換え

系の場合には，局所合流性から合流性を導くことはで

きない．そのため，書換え規則が左線形で重なりがな

い場合の合流条件 (1)を除いては，停止性をもたない

CTRS の一般的な合流条件はほとんど知られていな

い．しかし，CTRSを関数・論理融合型言語の計算モ

デルとして考えた場合，重なりを持つ CTRSの合流

条件についての研究も重要である．

書換え規則に重なりをもつ TRSの合流性の研究で

は，危険対 (6), (9)の概念が重要な役割を果たす．TRS

の危険対は CTRSでは条件付きの危険対に拡張され

るので，CTRSの合流条件を考察する場合には，条件

部が成立しない危険対を無視することができる．この

とき，条件部の成立しない危険対は不能であるという．

危険対の不能性（infeasibility）の概念 (7)は，Kaplan

によってはじめて定義された．

本論文では，CTRSの危険対が不能になるための十

分条件について考察し，左線形で重なりのある CTRS

の新しい合流条件を明らかにする．ここで考察の対

象とする CTRSは，比較的解析が容易であることと，

計算機上で自然な実現が可能であることから，IIIn型

CTRSと呼ばれるシステム (1)に限定している．

本論文の構成は次のとおりである．まずはじめに，

本論文で必要となる定義をあたえる．次に，条件付き

危険対の不能性による CTRSの合流条件について考
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察し，合流性をもつ CTRSの例を示す．

2. 諸 定 義

本節では，TRSと CTRSに関する基本的な用語や

概念を文献 (1), (6)に準じて定義する．

2. 1 項書換え系

項書換え系（TRS）は，関数記号の集合 F(=

{f, g, h, . . .})，変数の集合 V(= {x, y, z, . . .})，書換
え規則の集合 Rによって定義される．以後，書換え規

則の集合を表す記号 Rで TRSを表すことがある．

項（t, s, . . .）は写像 arity:F → Nを用いて，次の
ように再帰的に定義される．

［定義 2.1］ 項
（ 1） x ∈ Vは項である．
（ 2） f ∈ F，arity(f) = n (n >= 0)で，t1, . . . , tn

が項のとき，f(t1, . . . , tn)も項である．

arity(f) = 0である関数記号 fを定数（a, b, . . .）と呼

ぶ．Fと V から構成される項の集合を Term(F ,V)で

表す．ある項 tに出現している変数の集合をVar(t)で

表す．

書換え規則を次のように定義する．

［定義 2.2］（書換え規則） 書換え規則とは，項 l, rの順

序対 (l, r)で，l 6∈ VかつVar(l)⊃=Var(r)であるものを

いう．これを l → rで表す．

書換え規則 l → r の lに同じ変数が 2回以上出現して

いなければ，その書換え規則は左線形であるという．

また，Rのすべての規則が左線形であるとき，Rは左

線形であるという．

代入ρは，変数から項への写像である．これを任意

の t1, . . . , tn ∈ Term(F ,V), f ∈ Fに対して，

ρ(f(t1, . . . , tn))≡f(ρ(t1), . . . , ρ(tn))

として項から項への写像へと拡張する．以後はρ(t)を

tρと書く．ここで≡とは，字面上で等しいことを意味
する記号である．

文脈 Cとは，Term(F ∪ {2},V)の要素のことであ

る．ただし，2はF に含まれない定数とし，2がちょ

うど一個出現している文脈を C[ ]で表す．このとき，

C[t]は文脈 Cの中に出現する 2を項 tで置き換えて

得られた項を表す．tは C[t]の部分項であるといい，

C[t]⊃=tと書く．さらにC[ ] 6≡ 2ならC[t] ⊃ tと表す．

次に，書換え規則の集合 Rによる Term(F ,V)上の

2項関係→
R
を以下のように定義する．

［定義 2.3］

s→
R

t
def⇔ ∃ l → r ∈ R, ∃C[ ], ∃ρ,

s ≡ C[lρ]かつ t ≡ C[rρ]

関係 s→
R

tは Rによる sから tへのリダクションと呼

ばれ，lρをリデックスという．ある項 tに Rのリデッ

クスが存在しなければ，項 tは Rの正規形であるとい

う．NF(R)で Rの正規形の集合を表す．

関係→
R
の反射的推移的閉包を

∗→
R
で表す．s↔

R
t で，

s→
R

tまたは t→
R

sを表す．=
R
は↔

R
の反射的推移的閉包を

表す．また，s ↓
R

t は ∃u, s
∗→
R

uかつ t
∗→
R

u を意味する．

任意の項 tが無限のリダクション列 t→
R

t1 →
R

t2→
R
· · ·

を持たないとき，R には停止性があるという．任意の

項 s, t, uにおいて， u
∗→
R

sかつ u
∗→
R

tならば必ず s ↓
R

t

が成立するとき，Rは合流するまたはチャーチ・ロッ

サー（CR）であるという．R が CRであるとき，任

意の項 s, tに対して s =
R

tならば s ↓
R

t が成立すること

が知られている (6)．以後 CR(R)と書いて，Rが CR

であることを示す．

［定義 2.4］（書換え規則の重なりと危険対 (6)） l1 →
r1と l2 → r2を Rの書換え規則とする．ここで，一

般性を失うことなく二つの規則は異なる変数を持つも

のと仮定してよい (6)．ある文脈 C[ ]で l1 ≡ C[s]か

つ s 6∈ V で，最汎単一化子（m.g.u.）ρが存在して，

sρ ≡ l2ρであれば，二つの書換え規則 l1 → r1と

l2 → r2は重なるという．このとき，〈C[r1]ρ, r2ρ〉を
危険対という．（なお，C[r1]ρ ≡ r2ρのときは，自明な

危険対という．）ただし，同じ書換え規則同士の重なり

について考えるときは，C[ ] 6≡ 2とする．Rにおいて，

任意の書換え規則に重なりがなければ，Rには重なり

がないという．

2. 2 条件付き項書換え系

条件付き項書換え系（CTRS）は，条件付き書換え

規則の集合 Rcで定義される．本論文で考察の対象と

する IIIn型 CTRSの条件付書換え規則は，

l → r ⇐ t1
∗→n1 ∧ · · · ∧ tm

∗→nm (m >= 0)

の形をしている (1)．m = 0のときは常に成立する条

件（例えば n1
∗→n1) がついている規則であるとみな

す．ここで，各 niは変数をもたない Ruの正規形であ

る．ただし，Ruは Rcのすべての書換え規則の条件部

（t0
∗→n0 ∧ · · · ∧ tm

∗→nm）を取り除いて得られるTRS

である．また，帰結部とは l → rのことをいう．なお
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条件部に書かれている記号
∗→は条件を表しており， ∗→

R

とは意味が異なることに注意する．CTRS Rcにおい

て，Ruが左線形ならば Rcは左線形であるという．

次に CTRS におけるリダクション関係を定義す

る (1)．まず，IIIn型のCTRS Rc に対して，TRS Rn

と Rωを以下のように定める．

R0 = φ

Rk+1 = {lρ → rρ | l → r ⇐ t1
∗→n2 ∧ · · ·

∧tm
∗→nm ∈ Rc かつ ∀i(tiρ

∗→
Rk

ni)}

Rω =
⋃
i∈N

Ri

CTRS Rc のリダクション関係→
Rc

を→
Rω

で定義する．

これによって，TRS において定義した用語や性質

を CTRS に対しても同様に適用することができ

る．このとき，定義より R0⊂
=R1⊂

=R2⊂
=· · ·⊂=Rc⊂=Ru

が成り立つ．このことから，任意の kに対して

NF(Ru)⊂=NF(Rc)⊂=NF(Rk)である．

→
Rc

の定義より明らかに以下の補題が成立する．

［補題 2.1］ ある nが存在して，任意の k >= nに対し

て CR(Rk)ならば，CR(Rc)．

次に，CTRS Rcとそれによって定義される関係→
Rc

の例を示す．

［例 2.1］

Rc :

{
f(x) → a ⇐ g(x)

∗→b

g(x) → b

R0 = φ，R1 = {g(a) → b，g(b) → b，. . .}，R2 =

R1 ∪{f(a) → a，f(b) → a，. . .}，. . .である．したがっ
て， h(f(a))→

Rc

h(a)が成立する．

TRSの危険対の概念を CTRSに対して自然に拡張

すると次の定義が得られる．

［定義 2.5］（条件付き危険対 (2)） Rcの 書 換 え 規 則

l1 → r1 ⇐ σ1，l2 → r2 ⇐ σ2において，それぞ

れの帰結部から文脈 C[ ]とm.g.u. ρとでTRSの危険

対 〈C[r1]ρ, r2ρ〉を作ることができるとき，
〈C[r1]ρ, r2ρ〉 ⇐ σ1ρ ∧ σ2ρ

を条件付き危険対と呼ぶ．このとき，書換え規則

l1 → r1 ⇐ σ1と l2 → r2 ⇐ σ2は重なるという．

また，TRSの危険対と同様に，C[r1]ρ ≡ r2ρであれ

ば，これを自明な条件付き危険対と呼ぶ．（ただし，

(t1
∗→n1∧· · ·∧tm

∗→nm)ρは，t1ρ
∗→n1∧· · ·∧tmρ

∗→nm

を意味する．）

条件付き危険対に対して，可能性と不能性という概

念を導入する．以下の定義は，Kaplan (7)による．

［定義 2.6］（条件付き危険対の可能性/不能性）

Rcのある危険対 〈s, t〉⇐t1
∗→n1∧· · ·∧tm

∗→nm が可能

（feasible）であるとは，ある代入ρに対して危険対の

条件部 t1
∗→n1∧· · ·∧ tm

∗→nmが成立すること，つまり

t1ρ
∗→

Rc

n1 かつ · · ·かつ tmρ
∗→

Rc

nmが成立することとす

る．そうでないとき，その危険対は不能（infeasible）

であるという．

本論文では，Rnに関する可能性と不能性を定義する．

［定義 2.7］（Rnでの可能性/不能性） Rc のある危険

対 〈s, t〉 ⇐ t1
∗→n1 ∧ · · · ∧ tm

∗→nmが Rnで 可能

であるとは，ある代入ρに対して危険対の条件部

t1
∗→n1 ∧ · · · ∧ tm

∗→nm が Rnで成立すること，つ

まり t1ρ→
Rn

n1かつ · · ·かつ tmρ→
Rn

nmが成立こととす

る．そうでないとき，その危険対は Rnで不能である

という．

［例 2.2］

Rc :

{
f(x, y) → a ⇐ g(x)

∗→b

f(a, y) → b ⇐ f(y, y)
∗→b

文脈 C[ ]≡2 と m.g.u. ρ = {x → a} に対して，
f(x, y)ρ ≡f(a, y)ρ であるので，Rcには重なりがあ

る．このとき，危険対は 〈a, b〉 ⇐ g(a)
∗→b∧f(y, y)

∗→a

であるが，g(a) ∈ NF(Ru)⊂=NF(Rc) であるために，

g(a)
∗→

Rc

bは成立しない．よって，この危険対は不能で

ある．

なお，例 2.2のRに g(x) → bを付け加えると，g(a)→
R1

b

が成立するので，上記の危険対は R1で可能である．

3. 危険対の不能性による合流条件

本節では，CTRSの危険対の不能性を利用した合流

条件の拡張を考える．そのために，すべての危険対が

不能になる十分条件についての考察を行う．

IIIn型 CTRS Rcについて，Klopと Bergstraが次

の定理を証明している (1)．

［定理 3.1］ IIIn型のCTRS Rcにおいて，TRS Ruが

左線形で（自明でない）重なりがなければ，RcはCR．

定理を適用して合流性を導く例を以下で示す．

［例 3.1］

Rc :





f(x, y) → a ⇐ x
∗→a

g(x) → f(g(x), x)

b → a

3
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Rcは明らかに左線形で重なりがないという条件をみた

している．よって CR(Rc)．

定理 3.1は書換え規則の（自明でない）重なりを許し

ていない．しかし（自明でない）重なりがある CTRS

でも，次の例に示されるような状況では合流性を持つ．

［例 3.2］

Rc :

{
f(x) → g(f(x)) ⇐ x

∗→a

f(x) → h(f(x)) ⇐ x
∗→b

二つの書換え規則の左辺は両者とも f(x)であり，自

明でない危険対 〈g(f(x)), h(f(x))〉 ⇐ x
∗→a ∧ x

∗→b

が存在する．しかし危険対の条件部 x
∗→a ∧ x

∗→bは x

に何を代入しても成立することはないので，危険対自

体が存在しないことと等価である．

例 3.2にみるように，CTRS において（自明でない）

重なりがあったとしても，その重なりから作られる危

険対の条件部を成立させる代入が存在しなければ，そ

の危険対は不能な危険対となる．以下では，危険対の

不能性を利用して Bergstraと Klopの結果 (1)を拡張

する．

定理 3.2の証明に必要な三つの補題を示す．

［補題 3.1］ 左線形で Rc のすべての自明でない危険

対が Rnで不能であるならば，Rnは合流する．

証明 Rnで不能な危険対はRn−1でも不能である．こ

こで，ある項から，2通りにRnのリダクションが可能

であるとする．このとき，書換え規則の左辺が重なっ

ていたとしても，それは自明な危険対の代入例となっ

ているので，書換えられたものは二つとも同じ項にな

る．そのため，Bergstra-Klop (1)による IIIn型CTRS

の合流性についての証明を修正なしにそのまま適用す

ることができる． 2

次に自明でない危険対が不能になるための条件とし

て，以下の SC(Rn)を考える．

条件 SC(Rn):

任意の自明でない危険対

〈t, s〉 ⇐ t1
∗→n1 ∧ · · · ∧ tm

∗→nm

に対し，変数を含まないある文脈 C[ ],C′[ ]が存在し，

ある i,jに対して以下が満たされている．

C[ti] ↓
Rn

C′[tj ]かつ C[ni]，C
′[nj ] ∈ NF(Ru)

かつ C[ni] 6≡ C′[nj ]．

この条件 SC(Rn)が危険対の不能性を保証すること

を次の補題で示す．

［補題 3.2］ Rcが SC(Rn) かつ CR(Rn) ならば，任

意の危険対は Rn+1 で不能である．

証明 Rcの危険対 〈t, s〉 ⇐t1
∗→n1∧· · ·∧tm

∗→nm があ

る代入 ρによりRn+1で可能であるとすると，C[ti]ρ ≡
C[tiρ]

∗→
Rn

C[ni] かつ C′[tj ]ρ ≡ C′[tjρ]
∗→

Rn
C′[nj ] が成

立．一方，SC(Rn) より C[ti]ρ ↓
Rn

C′[tj ]ρが成り立つ

ので C[ni] =
Rn

C′[nj ] が導かれる．よって，CR(Rn)

より C[ni] ↓
Rn

C′[nj ]．しかし，これは SC(Rn) の

C[ni], C
′[nj ] ∈ NF(Ru)⊂=NF(Rn) かつ C[ni]6≡

C′[nj ] であることと矛盾する． 2

［補題 3.3］ SC(Rn)かつ CR(Rn)ならば SC(Rn+1)

かつ CR(Rn+1)が成立．

証明 SC(Rn)かつ CR(Rn)が成立することから，補

題 3.2よりすべての自明でない危険対は Rn+1で不能

である．よって，補題 3.1よりRn+1もCRである．こ

のとき，SC(Rn+1)が満たされていることを示せばよ

いが，これは Rn⊂
=Rn+1から明らか． 2

以上の補題を用いて，次の定理が示される (8)．

［定理 3.2］ ある nが存在して，左線形な Rc に対し

て SC(Rn)かつ CR(Rn)ならば，Rcは合流性する．

証明 補題 2.1，3.3より明らか． 2

次の CTRS Rcは Ruに重なりがあるので，文献 (1)

にある合流条件は適用できない．以下では定理 3.2を

適用して CR(Rc)を示す．

［例 3.3］

Rc :





f(x) → g(f(x)) ⇐ x
∗→a

f(x) → f(f(x)) ⇐ g(x)
∗→a

h(x, g(y)) → h(x, a) ⇐ f(x)
∗→a

g(b) → a

まず R1 = {f(a) → g(f(a)), g(b) → a} であり，重
なりがなく停止性をもつことから，R1は合流する
(6)．Rcの二つの危険対のうち 〈h(x, a), h(x, a)〉 ⇐
f(x)

∗→a は自明な危険対である．もう一つの危険対

〈g(f(x)), f(f(x))〉 ⇐ x
∗→a ∧ g(x)

∗→a に対して，

C[ ] ≡ g(2)，C′[ ] ≡ 2 とすると，C[x] ≡ g(x) ≡
C′[g(x)]．また C[a] ≡ g(a), C′[a] ≡ a ∈ NF(Ru) で

あり，g(a) 6≡ a．よって，SC(R1)かつ CR(R1)が成

立し，定理 3.2より Rcは合流性することがわかる．

4. お わ り に

停止性を仮定しない重なりのある CTRSの合流条

件についてはこれまでほとんど知られていなかった．

本論文では，すべての危険対が不能になるための十分
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条件を求めることで，文献 (1)で示されている IIIn型

CTRSの合流条件を拡張することができた．本論文で

は IIIn型についての考察を行ったが，他の型のCTRS

に対しても，同様な合流条件を定めることができる．

停止性がなく重なりがある左線形な TRS Rにおい

て，Rのすべての危険対が 1回の並行リダクションで

閉じているならば，Rは合流するという結果が知られ

ている (6), (9)．今後，これらの結果を CTRSへ拡張す

ることで，より広いクラスの CTRSの合流性につい

て研究を進めたい．
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