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1. ま え が き
関 数型プ ロ グラ ム を 等式公理の 集合と 見なせ ば ， プ ロ

グラ ム に お い て 成立す る 等式は ， 等式論理に お け る 帰 納

的定理に 相当す る ． こ の た め ， 等式論理に お け る 帰 納的

定理の 自動証明法を 活用す れ ば ， 仕様や プ ロ グラ ム の 検

証を 効率化で き る ．

高階関 数の 利用は ， 関 数型プ ロ グラ ム の 特徴の 1 つ で
あ る ． しか し， 帰 納的定理の 自動証明の 研究 対象と して ，
高階関 数を 使う プ ロ グラ ム が 取り 上げ ら れ る こ と は 少な

か っ た ． こ の 理由の 1 つ は ， 高階関 数型プ ロ グラ ム の 帰
納的定理の 自動証明に 必要な， 高階項書換 え 系に お け る

停止性の 自動証明が 困難なこ と で あ る ． こ れ に 対して ，

λ束縛を 省い た 高階項書換 え の 体系で あ る 単純型付き 項
書換 え 系 [4] に 対して は ， 停止性の 自動証明法が 知ら れ
て い る [1]．
本論文で は ， 与え ら れ た 等式が ， 単純型付き 項書換 え

系に お け る 帰 納的定理で あ る こ と を 示す 方法を 与え る ．

ま ず ， 従来の 第 1階項書換 え 系に お け る 帰 納的定理証明
法を そ の ま ま 適用し， そ の 問題点を 指摘す る ． 次に ， 高
階項書換 え 系に 適した 帰 納的定理の 定義 を 新しく 導入す

る ． 最後に ， こ の 新しい 枠組みの も と で の 帰 納的定理証

明法を 与え ， 具 体例を 示す ．

2. 単純型付き 項書換 え 系の 帰 納的定理証明
単純型付き 項書換 え 系に つ い て の 記 法は 文献 [1, 4] に

従う ． た だ し， 本論文で は 複数の 基 本型を 許す ． つ ま り ，

単純型付き 項書換 え 系を ， 基 本型集合B， 定数集合C， 単
純型付き 書換 え 規 則の 有限集合 R か ら なる 組 〈B, C, R〉
で 与え る ． 単純型付き 項書換 え 系の 合流性に つ い て ， 以

下の 結果が 第 1階項書換 え の 場合と 同様に 証明さ れ る ．

定理 1 (合流条件) 停止性を 持つ 単純型付き 項書換 え 系
R に お い て ， R が 合流性を 持つ こ と の 必要十分条件は
R の す べ て の 危 険対が 合流す る こ と で あ る ．

次の ， 抽象簡 約系の 等価条件が 知ら れ て い る ．

命題 2 (抽象簡 約系の 等価性 [3]) 2 つ の 抽象簡 約系
A1 = 〈A,→1〉 と A2 = 〈A,→2〉 が 条件 (1) →1 ⊆ →2，

(2) WN(A1)， (3) CR(A2)， (4) NF(A1) = NF(A2)，
を 満た す なら ば ， ↔∗

1 =↔∗
2 が 成立す る ．

こ こ で ，WN(A) と CR(A) は 抽象簡 約系A が 弱停止性や
合流性を 持つ こ と を ， NF(A) は A の 正規 形集合を 表す ．
変数を 含 ま ない 項を 基 底項と 呼び ， 基 底項集合上で 成

立す る 等式を 帰 納的定理と い う ． 関 数型プ ロ グラ ム の 評

価式は 基 底項と して 与え ら れ る の で ， 帰 納的定理は 関 数

型プ ロ グラ ム の 性質と 見なせ る ． 第 1階項書換 え の 場合
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[2] と 同様， 単純型付き 項書換 え 系に お け る 帰 納的定理
証明法が 命題 2 よ り 導か れ る ．

定理 3 (単純型付き 項書換 え 系の 帰 納的定理証明法 I)
R1 = 〈B, C, R1〉 を 単純型付き 項書換 え 系， l, r を 単純型
付き 項と し， R2 = 〈B, C, R1 ∪ {l → r}〉 と お く ． ま た ，
S を R1 の 被覆代入集合と す る ． 条件 (1) WNg(R1)，
(2) CRg(R2)， (3) ∀σ ∈ S lσ /∈ NF(R1)， が 満た さ れ
る と き ， l = r は R1 の 帰 納的定理で あ る ．

こ こ で ， WNg(R) と CRg(R) は R が 基 底項上で 弱停
止性や 合流性を 持つ こ と を ， NF(R) は R の 正規 項集合
を 表す ． 明ら か に WNg(R) と CRg(R) は R の 停止性や
合流性か ら そ れ ぞ れ 導か れ る ． ま た ， R の 被覆代入集合
S と は ， 任意 の 項 s と θg ∈ Σg(Σg は 基 底項代入集合) に
対して ， sθg が 基 底項=⇒∃σ ∈ S∃θ′g ∈ Σg (sθg→

∗

R
sσθ′g)

が 成立す る も の を い う ．

例 4 (帰 納的定理証明) B = { Nat, List }, C = { 0Nat,

sNat→Nat, [ ]
List

, : Nat×List→List, appendList×List→List,
map(Nat→Nat)×List→List }，

R1















map F [ ] → [ ]
map F (x : xs) → (F x) : (map F xs)
append [ ] ys → ys
append (x : xs) ys → x : (append xs ys)

と し， 単純型付き 項書換 え 系R1 = 〈B, C, R1〉 を 考え る ．
こ の と き ， 定理 3 を 使い ， 等式

map F (append xs ys)
= append (map F xs) (map F ys)

(1)

が R1 の 帰 納的定理で あ る こ と を 示す ． R2 = 〈B, C, R1∪
{(1)→}〉 と お く ． た だ し， (1)→ は 等式 (1) の 等号= を 矢
印 → に 置き 換 え て 得ら れ る 書換 え 規 則を 表す ． 論文 [1] の
手法に よ り ， R2 の 停止性が 示さ れ ， こ れ よ り WNg(R1)
が 導か れ る ． ま た ， R2 は 2 つ の 危 険対を 持つ が ， ど ち
ら も 合流す る ． こ れ と R2 の 停止性と 定理 1 に よ り ， R2

は 合流性を 持つ ． 従っ て CRg(R2) が 成立す る ． ま た ， 被
覆代入集合 S = {{xs ← [ ]}, {xs ← y : ys}} を 考え る
と ， 条件 (3) が 満た さ れ る ．

しか し， 高階関 数を 用い る 場合， 定理 3 に 基 づ く 証明
法に は い く つ か の 問題点が あ る ．

例 5 (帰 納的定理証明の 失敗 I) B = { Nat, List },

C = { 0Nat, sNat→Nat, [ ]
List

, : Nat×List→List, map(Nat

→Nat)→(List→List), ◦(Nat→Nat)×(Nat→Nat)→(Nat→Nat),
•(List→List)×(List→List)→(List→List) }，

R1















(map F ) [ ] → [ ]
(map F ) (x : xs) → (F x) : ((map F ) xs)
(F ◦G) x → F (G x)
(X • Y ) xs → X (Y xs)
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と し， 単純型付き 項書換 え 系R1 = 〈B, C, R1〉 を 考え る ．
こ の と き ， 等式

map (F ◦G) = (map F ) • (map G) (2)

が R1 の 帰 納的定理で あ る と 示した い ． R2 = 〈B, C, R1∪
{(2)→}〉 と お く ． WNg(R1) と CRg(R2) は 例 4 と 同様
に 導か れ る ． 次に 被覆代入集合を 考え る が ， 等式 (2) の
変数は す べ て 関 数変数で あ る た め ， 被覆代入集合を 関 数

変数に 対して も 導入しない こ と に は ， 条件 (3) が 成立し
ない ．

例 6 (帰 納的定理証明の 失敗 II) 例 5 に お い て ， C に 定

数 maptwice(Nat→Nat)→(List→List) を ， R1 に 次の 2 つ の
書換 え 規 則を 追加す る ．

maptwice F → map (F ◦ F )
maptwice F → (map F ) • (map F )

こ の と き ， 等式

(map (F ◦G)) xs = ((map F ) • (map G)) xs (3)

が R1 の 帰 納的定理で あ る と 示した い ． R2 = 〈B, C, R1∪
{(3)→}〉 と お く ． WNg(R1) は 例 4 と 同様に 導か れ る ．
次に ， CRg(R2) を 示す た め に ， R2 の 危 険対 〈map (F ◦
G), (map F ) • (map F )〉 を 考え る が ， こ れ は 合流しな
い ． こ の た め ， 定理 3 を 用い る 方法で は ， 式 (3) が R1

の 帰 納的定理で あ る こ と が 示せ ない ．

例 7 (帰 納的定理証明の 失敗 III) B = { Nat }, C = {
0Nat, sNat→Nat, id

Nat→Nat
0 , id

Nat→Nat
1 }，

R1







id0 0 → 0

id0 (s x) → s (id0 x)
id1 x → x

と し， 単純型付き 項書換 え 系R1 = 〈B, C, R1〉 を 考え る ．
こ の と き ， 等式

id0 = id1 (4)

が R1 の 帰 納的定理で あ る と 示した い ． R2 = 〈B, C, R1∪
{(4)→}〉 と お く ． WNg(R1) と CRg(R2) は 例 4 と 同様
に 導か れ る ． しか し， ど の よ う な被覆代入集合を 考え て

も ， id0 も id1 も 正規 形で あ る た め ， 条件 (3) が 満た さ れ
ない ． 従っ て ， 定理 3 を 用い る 方法で は ， 式 (4) が R1

の 帰 納的定理で あ る こ と が 示せ ない ．

こ の よ う に ， 高階関 数が あ る 場合， 第 1階項書換 え 系
で の 帰 納的定理証明の 枠組みを そ の ま ま 適用す る こ と は

困難で あ る ． 一 方， 高階関 数を 使う 場合で も ， 関 数型プ

ロ グラ ム の 評価式は 基 本型の 基 底項と して 与え ら れ る ．

従っ て ， 単純型付き 項書換 え 系の 枠組みで は ， 第 1階項
書換 え の 場合と は 異 なる 帰 納的定理の 定義 を す る の が 自

然で あ る ．

定義 8 (単純型付き 項の 外延 拡張形) 単純型付き 項 t の
型を τ11×· · ·×τ1n1

→ (τ21×· · ·×τ2n2
→ · · · → (τm1×

· · ·×τmnm
→ ρ) · · · ) (た だ し， ρ ∈ B) と お く ． こ の と き ，

互い に 異 なる 新変数 x11, . . . , xmnm
を 付加して 得ら れ る

項 ((· · · ((t x11 · · ·x1n1
) x21 · · ·x2n2

) · · · ) xm1 · · ·xmnm
)

を t の 外延 拡張形と 呼び ， t↑ で 表す ．

定義 9 (単純型付き 項書換 え 系に お け る 帰 納的定理)
R = 〈B, C, R〉 を 単純型付き 項書換 え 系， l, r を 単純型
付き 項と す る ． 等式 l = r が 帰 納的定理で あ る と は ， 任
意 の θg ∈ Σg に つ い て ， l↑θg ↔

∗

R
r↑θg が 成立す る こ と

を い う ．

基 本型の 項 t の 外延 拡張形は t 自身なの で ， こ の 帰 納
的定理の 定義 は ， 第 1階項書換 え 系の 場合の 拡張に なっ
て い る ． 新しい 定義 の も と で ， 以 下の 定理が 成立す る ．

定理 10 (単純型付き 項書換 え 系の 帰 納的定理証明法 II)
R1 = 〈B, C, R1〉 を 単純型付き 項書換 え 系， l, r を 単純型
付き 項と し， R2 = 〈B, C, R1∪{l↑ → r↑}〉 と お く ． ま た ，
S を R1 の 被覆代入集合と す る ． 条件 (1) WNB

g (R1)，

(2) CRB
g (R2)， (3) ∀σ ∈ S l↑σ /∈ NF(R1)， が 満た さ れ

る と き ， l = r は R1 の 帰 納的定理で あ る ．

こ こ で ， WNB
g (R) と CRB

g (R) は R が 基 本型の 基 底
項上で 弱停止性や 合流性を 持つ こ と を 表す ．

例 11 (帰 納的定理証明 II) 例 5 の 帰 納的定理証明を 考
え る ． こ の と き ， 等式 (2) の 両辺の 項を 外延 拡張形に す
る と 等式 (3) に なる ． す る と ， 被覆代入集合S = {{xs←
[ ]}, {xs← y : ys}} を 考え る こ と に よ り 条件 (3) が 満た
さ れ ， 等式 (2) が R1 の 帰 納的定理で あ る こ と が 上記 の

定理に よ り 導か れ る ．

例 12 (帰 納的定理証明 III) 例 6 の 帰 納的定理証明を
考え る ． こ の と き ， CRB

g (R2) は 容易 に 示せ る ． 従っ て ，
等式 (3) が R1 の 帰 納的定理で あ る こ と が 上記 の 定理に

よ り 導か れ る ．

例 13 (帰 納的定理証明 IV) 例 7 の 帰 納的定理証明を 考
え る ． こ の と き ， 等式 (4) の 両辺を 外延 拡張形に す る と
等式 id0 x = id1 x が 得ら れ る ． す る と ， 被覆代入集合
S = {{x ← 0}, {x ← s y}} に よ り 条件 (3) が 成立し，
従っ て ， 等式 (4) が R1 の 帰 納的定理で あ る こ と が 上記

の 定理に よ り 導か れ る ．
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