
2024年度 数理論理学 復習問題 (8)

問題 1 任意の命題論理式 Aについて， d(A) ≥ 0となることを帰納法を用いて証
明せよ． ただし ， d(A)は， 講義資料中で与えたよう に， 命題論理式Aの深さを表
わすものとする．

問題 2 命題変数/定数の個数 l(A)を以下のよう に定義する．

l(A) =











1 (Aが命題変数， または A ∈ {⊤,⊥}のとき )
l(B) (A = ¬Bのとき )
l(B) + l(C) (A = B ∧ C， または A = B ∨ C， A = B → C，

A = B ↔ C のとき )

また， 2項命題結合子の個数 b(A)を以下のよう に定義する．

b(A) =











0 (Aが命題変数， または A ∈ {⊤,⊥}のとき )
b(B) (A = ¬Bのとき )
b(B) + b(C) + 1 (A = B ∧ C， または A = B ∨ C， A = B → C，

A = B ↔ C のとき )

このとき， 任意の命題論理式Aについて， l(A) = b(A)+ 1が成立することを示せ．

問題 3 命題論理式の変換 tを以下のよう に定義する．

t(P ) = ¬P
t(⊥) = ⊤
t(⊤) = ⊥
t(¬B) = ¬t(B)

t(B ∧ C) = t(B) ∨ t(C)
t(B ∨ C) = t(B) ∧ t(C)
t(B → C) = t(C) → t(B)
t(B ↔ C) = t(B) ↔ t(C)

だたし ， ここで， P は命題変数を表わすとする． このとき，
(1) t(P ∧ Q)， t(t(P ∧ Q))を求めよ ．
(2) 任意の命題論理式Aについて t(t(A)) ∼= Aとなることを ， 命題論理式Aに

関する帰納法を用いて証明せよ ．

問題 4 |Sub(A)| ≤ 2 c(A) + 1， つまり ， 命題論理式Aの部分論理式の個数は高々
2 c(A) + 1 個となることを示せ．

問題 5 v を付値とするとき， 命題論理式の変換 tv を以下のよう に定義する．

tv(A) =



























⊤ (Aが命題変数， v(A) = Tのとき )

⊥ (Aが命題変数， v(A) = Fのとき )

A (A ∈ {⊥,⊤}のとき )

¬ tv(B) (A = ¬Bのとき )

tv(B) ◦ tv(C) (A = B ◦ C， ◦ ∈ {∧,∨,→,↔}のとき )

(1) 付値 v0 を

v0(Pi) =

{

T (iが偶数のとき )

F (iが奇数のとき )

により 定義する． このとき， tv0((¬P0) → P1)を求めよ ．
(2) 任意の命題論理式Aについて， [[A]]v = Tならば tv(A) ∼= ⊤， [[A]]v = Fなら

ば tv(A) ∼= ⊥となることを命題論理式Aに関する帰納法を用いて証明せよ ．
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2024年度 数理論理学 復習問題解答 (8)

問題 1 命題論理式Aに関する帰納法で示す．
1. Aが命題変数のとき．
d(A)の定義から ， d(A) = 0． よって， d(A) ≥ 0．
2. A = ⊤または A = ⊥のとき．
d(A)の定義から ， d(A) = 0． よって， d(A) ≥ 0．
3. A = ¬Bのとき．
d(A)の定義から ， d(A) = d(B) + 1．
帰納法の仮定より ， d(B) ≥ 0．
よって， d(A) ≥ 0．
4. A = B ∧ C または A = B ∨ C， A = B → C， A = B ↔ Cのとき．
d(A)の定義から ， d(A) = max{d(B), d(C)}+ 1．
帰納法の仮定より ， d(B) ≥ 0．
よって， d(A) ≥ 0． �

問題 2 命題論理式Aに関する帰納法で示す．
1. Aが命題変数， または， A = ⊤， A = ⊥のとき．
定義から ， l(A) = 1， b(A) = 0． よって， l(A) = 1 = b(A) + 1．
2. A = ¬Bのとき．
l(A)の定義から ， l(A) = l(B)．
b(A)の定義から ， b(A) = b(B)．
帰納法の仮定より ， l(B) = b(B) + 1．
よって， l(A) = b(A) + 1．
4. A = B ∧ C または A = B ∨ C， A = B → C， A = B ↔ Cのとき．
l(A)の定義から ， l(A) = l(B) + l(C)．
b(A)の定義から ， b(A) = b(B) + b(C) + 1．
帰納法の仮定より ， l(B) = b(B) + 1， l(C) = b(C) + 1．
よって， l(A) = l(B) + l(C) = (b(B) + 1) + (b(C) + 1) = (b(B) + b(C) + 1) + 1 =

b(A) + 1．
�

問題 3 (1) t((P ∧ Q)) = t(P) ∨ t(Q) = (¬P) ∨ (¬Q)

t(t((P ∧ Q))) = t((¬P) ∨ (¬Q)) = t(¬P) ∧ t(¬Q) = ¬(¬P) ∧ ¬(¬Q)

(2) 命題論理式Aに関する帰納法で示す．
1. Aが命題変数の場合．
t(t(A)) = ¬¬A ∼= Aより 成立．
2. A = ⊥の場合．
t(t(A)) = t(⊤) ∼= ⊥ ∼= Aより 成立．
3. A = ⊤の場合．
t(t(A)) = t(⊥) ∼= ⊤ ∼= Aより 成立．
4. A = ¬Bの場合．
帰納法の仮定から ， t(t(B)) ∼= B．
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よって， t(t(A)) = t(t(¬B)) = t(¬t(B)) = ¬t(t(B)) ∼= ¬B = A．
5. A = B ∧ Cの場合．
帰納法の仮定から ， t(t(B)) ∼= B， t(t(C)) ∼= C．
よって， t(t(A)) = t(t(B) ∧ t(C)) = t(t(B)) ∧ t(t(C)) ∼= B ∧ C = Aより 成立．
6. A = B ∧ Cの場合．
帰納法の仮定から ， t(t(B)) ∼= B， t(t(C)) ∼= C．
よって， t(t(A)) = t(t(B) ∧ t(C)) = t(t(B)) ∧ t(t(C)) ∼= B ∧ C = Aより 成立．
7. A = B → Cの場合．
帰納法の仮定から ， t(t(B)) ∼= B， t(t(C)) ∼= C．
よって， t(t(A)) = t(t(C) → t(B)) = t(t(B)) → t(t(C)) ∼= B → C = Aより 成立．
8. A = B ↔ Cの場合．
帰納法の仮定から ， t(t(B)) ∼= B， t(t(C)) ∼= C．
よって， t(t(A)) = t(t(B) ↔ t(C)) = t(t(B)) ↔ t(t(C)) ∼= B ↔ C = Aより 成立．

�

問題 4 命題論理式Aに関する帰納法により証明を行う ． 以下ではAの部分論理式
の個数を s(A)とおく ．
1． Aが命題変数のとき．
このとき Sub(A) = {A}より s(A) = 1. 一方， c(A) = 0より ， 2c(A) + 1 = 1． ゆ
えに， s(A) ≤ 2c(A) + 1．
2. A = ⊤または A = ⊥のとき．
このとき Sub(A) = {A}より s(A) = 1. 一方， c(A) = 1より ， 2c(A) + 1 = 3． ゆ
えに， s(A) ≤ 2c(A) + 1．
3. A = ¬Bのとき．
このとき Sub(A) = Sub(B) ∪ {A}． よって， s(A) ≤ s(B) + 1． 帰納法の仮定より
s(B) ≤ 2c(B)+1． ゆえに， s(A) ≤ s(B)+1 ≤ 2c(B)+2 = 2(c(B)+1) = 2c(A) ≤

2c(A) + 1．
4. A = B ∧ C， または， A = B ∨ C， A = B → C， A = B ↔ Cのとき．
このとき Sub(A) = Sub(B)∪Sub(C)∪{A}． よって， s(A) ≤ s(B)+ s(C)+1． 帰
納法の仮定より s(B) ≤ 2c(B) + 1， s(C) ≤ 2c(C) + 1． s(A) ≤ s(B) + s(C) + 1 ≤

(2c(B) + 1) + (2c(C) + 1) + 1 ≤ 2(c(B) + c(C) + 1) + 1 ≤ 2c(A) + 1． �

問題 5 (1)

tv0((¬P0) → P1) = tv0(¬P0) → tv0(P1)

= ¬(tv0(P0)) → tv0(P1)

= ¬⊤ → ⊥

(2) (i) [[A]]v = Tならば tv(A) ∼= ⊤， (ii)[[A]]v = Fならば tv(A) ∼= ⊥となること
を命題論理式Aに関する帰納法を用いて示す．

1. Aが命題変数の場合． (i) [[A]]v = T と仮定する ． すると ， 解釈の定義より
v(A) = T． よって， tvの定義より ， tv(A) = ⊤． 従って， tv(A) ∼= ⊤が成立
する． (ii) [[A]]v = Fと仮定する． すると ， 解釈の定義より v(A) = F． よっ
て， tvの定義より ， tv(A) = ⊥． 従って， tv(A) ∼= ⊥が成立する．
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2. A = ⊤の場合． tvの定義より ， tv(A) = ⊤． よって， tv(A) ∼= ⊤なので， (i)

が成立． 一方， [[⊤]]v = Tより ， (ii)の前提部分は成立しないので， (ii)も成
立する．

3. A = ⊥の場合． tvの定義より ， tv(A) = ⊥． よって， tv(A) ∼= ⊥なので， (ii)

が成立． 一方， [[⊥]]v = Fより ， (i)の前提部分は成立しないので， (i)も成立
する．

4. A = ¬B の場合． (i) [[¬B]]v = T と仮定する ． このとき ， 解釈の定義より
[[B]]v = F． ゆえに， 帰納法の仮定より ， tv(B) ∼= ⊥． 従って， tv(¬B) =

¬tv(B) ∼= ¬⊥ ∼= ⊤． (ii) [[¬B]]v = F と仮定する ． このとき ， 解釈の定義
より [[B]]v = T． ゆえに， 帰納法の仮定より ， tv(B) ∼= ⊤． 従って， tv(¬B) =

¬tv(B) ∼= ¬⊤ ∼= ⊥．

5. A = B∧Cの場合． (i) [[B∧C]]v = Tと仮定する． このとき， 解釈の定義より
[[B]]v = [[C]]v = T． ゆえに， 帰納法の仮定より ， tv(B) ∼= ⊤かつ tv(C) ∼= ⊤．
従って， tv(B ∧ C) = tv(B) ∧ tv(C) ∼= ⊤ ∧ ⊤ ∼= ⊤． (ii) [[B ∧ C]]v = Fと仮
定する． このとき， 解釈の定義より [[B]]v = Fまたは [[C]]v = F． [[B]]v = Fの
場合は， 帰納法の仮定より tv(B) ∼= ⊥となり ， tv(B ∧ C) = tv(B) ∧ tv(C) ∼=

⊥ ∧ tv(C) ∼= ⊥． [[C]]v = Fの場合も ， 帰納法の仮定より tv(C) ∼= ⊥となり ，
tv(B ∧ C) = tv(B) ∧ tv(C) ∼= tv(B) ∧ ⊥ ∼= ⊥となる．

6. A = B ∨ C の場合． (i) [[B ∨ C]]v = Tと仮定する． このとき， 解釈の定義
より [[B]]v = T または [[C]]v = T． [[B]]v = Tの場合は， 帰納法の仮定より
tv(B) ∼= ⊤となり ， tv(B∨C) = tv(B)∨ tv(C) ∼= ⊤∨ tv(C) ∼= ⊤． [[C]]v = Tの
場合も， 帰納法の仮定より tv(C) ∼= ⊤となり ， tv(B ∨ C) = tv(B) ∨ tv(C) ∼=

tv(B) ∨ ⊤ ∼= ⊤ となる ． (ii) [[B ∨ C]]v = F と仮定する． このとき， 解釈の
定義より [[B]]v = [[C]]v = F． ゆえに， 帰納法の仮定より ， tv(B) ∼= ⊥かつ
tv(C) ∼= ⊥． 従って， tv(B ∨ C) = tv(B) ∨ tv(C) ∼= ⊥ ∨⊥ ∼= ⊥．

7. A = B → C の場合． (i) [[B → C]]v = T と仮定する ． このとき ， 解釈の
定義より [[B]]v = Fまたは [[C]]v = T． [[B]]v = Fの場合は， 帰納法の仮定よ
り tv(B) ∼= ⊥ となり ， tv(B → C) = tv(B) → tv(C) ∼= ⊥ → tv(C) ∼= ⊤．
[[C]]v = Tの場合も ， 帰納法の仮定より tv(C) ∼= ⊤ となり ， tv(B → C) =

tv(B) → tv(C) ∼= tv(B) → ⊤ ∼= ⊤となる． (ii) [[B → C]]v = Fと仮定する．
このとき， 解釈の定義より [[B]]v = Tかつ [[C]]v = F． ゆえに， 帰納法の仮定
より ， tv(B) ∼= ⊤かつ tv(C) ∼= ⊥． 従って， tv(B → C) = tv(B) → tv(C) ∼=

⊤ → ⊥ ∼= ⊥．

8. A = B ↔ Cの場合． (i) [[B ↔ C]]v = Tと仮定する． このとき， 解釈の定義
より [[B]]v = [[C]]v = Tまたは [[B]]v = [[C]]v = F． [[B]]v = [[C]]v = Tの場合は，
帰納法の仮定より ， tv(B) ∼= ⊤， tv(C) ∼= ⊤となり ， tv(B ↔ C) = tv(B) ↔

tv(C) ∼= ⊤ ↔ ⊤ ∼= ⊤． [[B]]v = [[C]]v = Fの場合も ， 帰納法の仮定より ，
tv(B) ∼= ⊥， tv(C) ∼= ⊥となり ， tv(B ↔ C) = tv(B) ↔ tv(C) ∼= ⊥ ↔ ⊥ ∼= ⊤．
(ii) [[B ↔ C]]v = Fと仮定する． このとき， 解釈の定義より (a) [[B]]v = Tか
つ [[C]]v = F， または， (b) [[B]]v = Fかつ [[C]]v = T． (a)の場合， 帰納法の
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仮定より ， tv(B) ∼= ⊤， tv(C) ∼= ⊥となり ， tv(B ↔ C) = tv(B) ↔ tv(C) ∼=

⊤ ↔ ⊥ ∼= ⊥． (b)の場合も ， 帰納法の仮定より ， tv(B) ∼= ⊥， tv(C) ∼= ⊤と
なるから ， tv(B ↔ C) = tv(B) ↔ tv(C) ∼= ⊥ ↔ ⊤ ∼= ⊥． �

注意． 2つの性質 (i)と (ii)を別々に帰納法で示そう とすると ， 帰納法の仮定だけ
では命題が導けないので， う まく いかない． (このような状況をさして， 「 帰納法
がかからない」 という ． )

このように複数の性質を同時に示すことや， もともとも証明したい命題より一般
的な命題を示すことが， 帰納法による証明がう まく いく 鍵となる場合がよく ある．
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