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概 要 基底項書き換え系の合流性は決定可能であることが知られている．また，基底項
書き換え系の合流性を判定する多項式時間判定法もComon-Godoy-Nieuwenhuis (2001)
やGodoy-Tiwari-Verma (2004)によって提案されている．これらの多項式時間判定法で
は，与えられた基底項書き換え系をカリー変換とフラット変換で変形して新しい項書き
換え系を求め，それに対して閉包操作を行うことで合流性判定を行う．しかし，これら
の合流性判定法は，カリー変換とフラット変換という前処理を含んでいるため，実用的
な合流性判定システムの構築には適しておらず，判定法の正当性の証明も見通しの良い
ものではない．本論文では，与えられた基底項書き換え系に対して，カリー変換とフラッ
ト変換を使わずに，閉包操作を直接行うことで合流性を判定する多項式時間判定法を提
案する．さらに，安定度と強安定項という概念を導入することにより，従来よりも簡明
で理解しやすい正当性の証明を与える．

1 はじめに

基底項書き換え系の合流性は決定可能であることが知られている [7, 4]．また，基底項書き換え系

の合流性を判定する多項式時間判定法も Comon-Godoy-Nieuwenhuis[3]やGodoy-Tiwari-Verma[6]

によって提案されている．これらの多項式時間判定法では，与えられた基底項書き換え系をカリー

変換とフラット変換で変形して新しい項書き換え系を求め，それに対して閉包操作を行うことで合

流性判定を行う (図 1)．しかし，これらの合流性判定法は，カリー変換とフラット変換という前処

理を含んでいるため，実用的な合流性判定システムの構築には適していない．また，判定法の正当

性の証明も，帰納法に用いる測度が不適切であるため，非常に分かりにくい構造となっている．

本論文では，カリー変換やフラット変換を使わずに，閉包操作を直接行うことで合流性を判定す

る多項式時間判定法を提案し (図 2)，その正当性を証明する．文献 [3]では判定法の正当性を項の高

さに関する帰納法で証明しているが，カリー変換やフラット変換を仮定しない一般的な基底項書き

換え系に対しては，同様な証明法は適用することができない．そこで，本論文では，安定度と強安

定項という新しい概念を導入し，それにもとづいた帰納法による証明を構築する．文献 [3]の証明

では，カリー変換やフラット変換の性質を利用した複雑な場合分けが必要であり，帰納法の論理構

造が非常に混み入っている．一方，本論文の正当性の証明は，安定度と強安定項をもちいることで

論理構造が整理され，単純な場合分けのみをもちいた見通しのよい自然な帰納法となっている．

本論文の構成は以下のとおりである．第 2節では，項書き換えシステムの基本的な説明を行う．

第 3節では，基底項書換え系の Plaisted変換について述べ，基底項書き換え系の基本的な性質を示

す．第 4節では，合流性の必要条件について述べる．第 5節では，合流性判定法を示し，その正当

性を証明する．第 6節で，実験結果について述べ，第 7節で，本論文の結果と今後の課題について

まとめる．

2 準備

本節では，項書き換え系に関する基本的な定義と記法を説明する (詳細は [2]を参考)．項書き換

え系は書き換え規則の有限集合である．自然数 0, 1, 2, . . . を 0, S(0), S(S(0)), . . . と表現すると，自



図 1. 従来の判定アルゴリズム

図 2. 本論文の判定アルゴリズム

然数上での加算は以下の項書き換え系で与えられる．

R =

{

x + 0 → x

x + S(y) → S(x + y)

たとえば，1 + 1 = 2の計算は，Rでは S(0) + S(0) → S(S(0) + 0) → S(S(0)) なる書き換えで実

現できる．ここで，S(S(0))のようにこれ以上書き換えられない項を正規形とよぶ．また，S(0)の

ように変数を含まない項を基底項といい，基底項のみで構成される書き換え規則の有限集合を基底

項書き換え系 (GTRS)という．本論文では基底項書き換え系のみを考える．

項の位置を自然数の有限列で表す．空列を λと記し，項の根 (top)位置を表わす．位置 p, qにお

いて，p = q.q′ なる q′ が存在するとき，p ≥ qと記す．また，p ≥ q ∧ p 6= q のとき，p > q と記

す．項 tの位置 pにある部分項t|p を，t|λ = t，f(t1, ..., tn)|i.p = ti|p (1 ≤ i ≤ n) と定義し，項 t

の位置 pにある項を sに置き換えて得られる項を t[s]pと表す．また，項 uが項 tの部分項であるこ

とを u � tと記す．項 tの根位置の記号を root(t) ，root(t)のアリティを arity(t)と記す．とくに，

arity(t) = 0 となる項 tを定数という．

位置 pで項 sから項 tへの書き換えを s→ptまたは s→t と記す．ここで，q ≥ pをみたす位置

qでの書き換えを→≥p，q > pをみたす位置 qでの書き換えを→>pで表す．さらに，項書き換え

系 Rで項 f(s1, ..., sn)の任意の siに対して si → tiとなるとき，f(s1, ..., sn)
Arg

−. f(t1, ..., tn)または

f(s1, ..., sn)
Arg

−.R f(t1, ..., tn) と表す．このとき，任意の定数 cに対して c
Arg

−. cとなることに注意す

る．また，s→λtをトップリダクションと言う．項 sから項 tに k回で書き換えられるとき s
k
→ t と

記す．ここで，k′(< k)回の書き換えを
<k
→，k′(≤ k) 回の書き換えを

≤k
→及び 0回以上の書き換えを

∗
→ で表す．

項 t1, t2について，ある項 sが存在して t1
∗
→ s

∗
← t2 となるとき，t1, t2は交差するといい，t1 ↓ t2

と記す．特に，t1
∗
→>λ s

∗
←>λ t2のとき，t1 ↓>λ t2と表す．ここで，¬(t1 ↓ t2)や ¬(t1 ↓>λ t2) を

それぞれ t1 6↓ t2，t1 6↓>λ t2と表す．このとき，t1 6↓ t2ならば t1 6↓>λ t2となることに注意する．任

意の項 t, t1, t2について，t1
∗
← t

∗
→ t2ならば，ある項 s が存在して t1

∗
→ s

∗
← t2 となるとき，項書

き換え系Rは合流性をもつという．

項の大きさを |f(t1, ..., tn)| = 1+
∑n

k=1
|tk|，項書き換え系Rの複雑さを ||R|| =

∑

l→r∈R(|l|+ |r|)

と定義する．



3 Plaisted変換と閉包GTRSの性質

本節では，入力した GTRS Rに対して行う Plaisted変換 [3]について説明した後で，交差性や

安定項等の合流性を検証する上で重要な基底項の性質について述べる．以下では i = 1, · · · , nを

i ∈ [1, n]と略記する．

定義 1 (項の集合 Sub(R)) Rを GTRSとするとき，項の集合 Sub(R)を Sub(R) = {s | ∃l →

r ∈ R. s � l ∨ s � r}により定義する．

定義より，u � s ∈ Sub(R)ならば，u ∈ Sub(R)となる．また，Rが GTRSであることから，

s→λ t ⇒ s, t ∈ Sub(R)となることにも注意する．

定義 2 (GTRS closure(R)) RをGTRSとするとき，GTRS closure(R)を closure(R) = {s→

t | s
∗
→ t ∧ s, t ∈ Sub(R)} と定義する．

このとき，Rが合流性をもつことと closure(R)が合流性をもつことが等価であることは定義より

明らかである．次に，closure(R)は以下の GTRS R∞で構成できることを示す [3]．

定義 3 (GTRS R∞) RをGTRSとするとき，GTRS R0, R1, . . .を以下のように定義する．

R0 = R ∪ {s→ s | s ∈ Sub(R)}

Ri+1 = Ri ∪ {s→ t | s→ u ∈ Ri ∧ u→ t ∈ Ri} ∪ {s→ t | s
Arg

−.Ri
t ∧ s, t ∈ Sub(R)}

このとき，GTRS R∞をR∞ =
⋃

i

Ri と定義する．

補題 4 s, t ∈ Sub(R)について s→ t ∈ R∞ ⇔ s
∗
→ t．

(証明)

(⇒) R∞の定義より自明.

(⇐) s, t ∈ Sub(R)について s
k
→ tを仮定して，s→ t ∈ R∞を辞書式順序 〈k, |s|〉 に関する帰納

法で示す．

(B.S.) k = 0なので，s = t．よって，s→ t ∈ R0．

(I.S.) 以下のように場合分けを考える.

(a) s
k
→ t中にトップリダクションがあるとき.

このとき，ある l → r ∈ Rに対して，s
<k
→ l →λ r

<k
→>λ t となる．ここで，s, l, r, t ∈ Sub(R)に

注意すると，帰納法の仮定より s→ l ∈ R∞, r → t ∈ R∞．したがって，定義より s→ t ∈ R∞が

成り立つ.

(b) s
k
→ t中にトップリダクションがないとき.

この場合，s = f(u1, . . . , un)，t = f(v1, . . . , vn)とおけて，任意の j ∈ [1, n]について uj
≤k
→ vj

が成り立つので，s, t ∈ Sub(R)より uj , vj ∈ Sub(R)となることに注意すると， 帰納法の仮定よ

り uj → vj ∈ R∞ となるため，s = f(u1, . . . , un)
Arg

−. f(v1, . . . , vn) = t とできる．したがって，

s, t ∈ Sub(R)なので，定義より s→ t ∈ R∞が成り立つ． �

R∞は ||R||の多項式時間で構成でき，上記補題より closure(R) = R∞が成立する [3]．したがって，

以降では基底項書き換え系RはR = closure(R)であると仮定する．このとき，任意の s ∈ Sub(R)

に対して，s
∗
→ sより s→ s ∈ R となることに注意する．closure(R)の性質から以下の補題が成立

する．



補題 5 項 s, tについて，s ∈ Sub(R)かつ s
∗
→ tならば s→λ s′

∗
→>λ t をみたす s′が存在する．

(証明)

s
∗
→ tについて以下のような場合分けをする．

(a) s
k
→ t中にトップリダクションがあるとき.

このとき，ある l → r ∈ R に対して，s
∗
→ l →λ r

∗
→>λ t となる．これは，s, r ∈ Sub(R)，

R = closure(R)及び補題 4より，s→λ r
∗
→>λ t とできるので，s′ = rととれば成立する．

(b) s
k
→ t中にトップリダクションがないとき.

s ∈ Sub(R)と補題 4より，s→ s ∈ R．したがって，s→λ s
∗
→>λ t となる． �

補題 6 項 s, tについて，s
∗
→ t ⇔ s→ t ∈ closure(R ∪ {s→ s, t→ t}) が成立する．

(証明)

定義 2より自明． �

closure(R)が ||R||の多項式時間で求めることができることから，上記補題により任意の項 s, tに

ついて，s
∗
→ tは多項式時間で判定できる [3]．

次に，交差性 t1 ↓ t2は以下の集合 Join∞を求めることにより判定できることを示す．

定義 7 (項対の集合 Join∞) 項対の集合 Join0, Join1, . . .を以下のように定義する．

Join0 = {〈s, s〉 | s ∈ Sub(R)}

Joini+1 = Joini ∪ {〈l, s〉 | l→ r ∈ R ∧ 〈r, s〉 ∈ Joini}

∪ {〈s, l〉 | l → r ∈ R ∧ 〈s, r〉 ∈ Joini}

∪ {〈f(l1, . . . , ln), f(r1, . . . , rn)〉 | ∀j ∈ [1, n]. [〈lj , rj〉 ∈ Joini]∧

f(l1, . . . , ln), f(r1, . . . , rn) ∈ Sub(R)}

このとき，項対の集合 Join∞を Join∞ =
⋃

i

Joini と定義する．

補題 8 t1, t2 ∈ Sub(R)について，〈t1, t2〉 ∈ Join∞ ⇔ t1 ↓ t2．

(証明)

(⇒) Join∞の定義より自明.

(⇐) t1, t2 ∈ Sub(R)について t1
k1→ u

k2← t2 をみたす uが存在するとき，〈t1, t2〉 ∈ Join∞ となる

ことを辞書式順序 〈k1 + k2, |t1|+ |t2|〉 に関する帰納法で示す．

(B.S.) k1 = k2 = 0のとき，t1 = u = t2より 〈t1, t2〉 ∈ Join0．

(I.S.) 以下のように場合分けを考える.

(a) t1
k1→ u

k2← t2 中にトップリダクションがあるとき.

一般性を失うことなく，t1
k1→ u 中にトップリダクションがあると仮定する．このとき，ある

l → r ∈ R に対して，t1
∗
→ l →λ r

<k1→ >λ u が存在し，t1, r ∈ Sub(R) と R = closure(R) よ

り t1 → r ∈ R が成り立つので，t1 →λ r
<k1→ >λ u

k2← t2 となる．ここで，r, t2 ∈ Sub(R) かつ

r
<k1→ >λ u

k2← t2 に注意すると，帰納法の仮定より 〈r, t2〉 ∈ Join∞．したがって，t1, t2 ∈ Sub(R),

t1 → r ∈ R及び Joinの定義より 〈t1, t2〉 ∈ Join∞が成り立つ．

(b) t1
k1→ u

k2← t2 中にトップリダクションがないとき.

条件より，root(t1) = root(t2) = root(u) かつ arity(t1) = arity(t2)．このとき，任意の i ∈

[1, arity(t1)]について，t1|i
≤k1→ u|i

≤k2← t2|i をみたし，t1, t2 ∈ Sub(R)より t1|i, t2|i ∈ Sub(R)と成

り立つので，|t1|i|+ |t2|i| < |t1|+ |t2|に注意すると，帰納法の仮定より 〈t1|i, t2|i〉 ∈ Join∞ となる．

したがって，t1, t2 ∈ Sub(R), Joinの定義より 〈t1, t2〉 ∈ Join∞が成り立つ． �



ここで，Join∞は ||R||の多項式時間で求めることができるので，s ↓ tは多項式時間で判定でき

る [3]．

以下では文献 [3]を参考に，安定項と安定可能項について定義する．なお，本論文ではカリー変

換とフラット変換を仮定しない一般的な基底項書き換え系に対して適用できるように文献 [3]の定

義は一般化されている．

定義 9 (安定項) 項 sが安定項とは，任意の t ∈ Sub(R)について ¬(s
∗
→ t) をみたすときをいう．

安定項でない項を非安定項とよぶ．sが安定項かつ s
∗
→ tならば，tは安定項となることに注意す

る．項 sが安定項であるかどうかは，すべての t ∈ Sub(R) について，s
∗
→ tを検証すれば十分であ

る．また，補題 6より s
∗
→ tが多項式時間で決定可能なので，項 sが安定項であるかどうかは多項

式時間で決定可能である．

補題 10

1. sが安定項ならば，すべての l→ r ∈ R について，¬(s
∗
→ l)が成り立つ．

2. u|iが安定項になる i ∈ [1, arity(u)]が存在するならば，uも安定項となる．

(証明)

(1) l → r ∈ Rならば l ∈ Sub(R)より自明．

(2) uが非安定項ならば，任意の i ∈ [1, arity(u)] について，u|i は非安定項になることを示す．

非安定項の定義より，u
∗
→ t かつ t ∈ Sub(R) となる t が存在する．u

∗
→>λ t の場合，任意の

i ∈ [1, arity(u)]について，u|i
∗
→ t|iかつ t|i ∈ Sub(R)となるので，u|iも非安定項となる．次に，

u
∗
→ tはトップリダクションをもつ場合，ある l→ r ∈ Rに対して，u

∗
→>λ l →λ r

∗
→ tとなる．こ

のとき，任意の i ∈ [1, arity(u)]について，u|i
∗
→ l|iかつ l|i ∈ Sub(R)となるため，u|iは非安定項

となる． �

sが安定項のとき，上記補題より s
∗
→ tならば s

∗
→>λ tとなることに注意する．

定義 11 (安定可能項) 項 sが安定可能項とは，s
∗
→ tをみたす安定項 tが存在するときをいう．

安定可能項でない項を安定不能項とよぶ．このとき，以下の性質は定義から明らかである．

1. tが安定可能項かつ s
∗
→ tならば sは安定可能項．

2. sが安定不能項かつ s
∗
→ tならば tは安定不能項．

3. sが安定不能項ならば s
∗
→ tをみたす t ∈ Sub(R)が存在する．

例 12 (安定項，安定可能項)

R



















A→ F (B,B)

B → F (A,A)

F (A,B)→ A

F (A,B)→ C

• F (F (A,A), F (A,A))は，安定項である．

• F (B,B)は，非安定項であるが，安定可能項である．

• Aは，非安定項であるが，安定可能項である．

• Cは，安定項に書き換えられないので，安定不能項である．



次に，s ∈ Sub(R)の場合，以下の集合 ST∞を求めることにより sが安定可能項かどうかを決定

できることを示す．

定義 13 (項の集合 ST∞) 項の集合 ST0, ST1, . . .を以下のように定義する．

ST0 = {s | s ∈ Sub(R) ∧ s
Arg

−. t ∧ tは安定項 }

STi+1 = STi ∪ {s | s ∈ Sub(R) ∧ ∃t ∈ STi. s
∗
→ t}

∪{f(s1, . . . , sn) | f(s1, . . . , sn) ∈ Sub(R) ∧ ∃t ∈ STi. ∃j ∈ [1, n]. sj
∗
→ t}

このとき，項の集合 ST∞を ST∞ =
⋃

i

STi と定義する．

補題 14 s ∈ Sub(R)について，s ∈ ST∞ ⇔ sが安定可能項．

(証明)

(⇒) s ∈ STkならば，sは安定可能項となることを kに関する帰納法で示す．

(B.S.) k = 0のとき，定義より自明.

(I.S.) s ∈ STk+1を仮定すると，ST の定義より以下のように場合分けできる．

(a) s
∗
→ tをみたす t ∈ STkが存在するとき.

帰納法の仮定より tが安定可能項なので，定義から t
∗
→ t̃をみたす安定項 t̃が存在する．したがっ

て，s
∗
→ t

∗
→ t̃となり，sは安定可能項となる．

(b) s = f(s1, . . . , sn)かつ，ある j ∈ [1, n]に対して s|j
∗
→ tをみたす t ∈ STkが存在するとき.

帰納法の仮定より tが安定可能項なので，定義から t
∗
→ t̃をみたす安定項 t̃が存在し，s

∗
→≥j

s[t]j
∗
→ s[t̃]j となる．また，t̃が安定項なので，補題 10より s[t̃]j も安定項となる．したがって，s

は安定可能項となる．

(c) s ∈ STkのとき.

帰納法の仮定より自明．

(⇐) 以下の命題を示せば十分である．

∀k. ∀s ∈ Sub(R). [∃s̃ [s̃が安定項 ∧ |s̃| ≤ k ∧ s
∗
→ s̃] ⇒ s ∈ ST∞]

kに関する帰納法で示す．

(B.S.) k = 0のとき，s̃が存在しないので自明．

(I.S.) 最初に s
∗
→ s̃がトップリダクションを持たない場合を考える．このとき，s = f(s1, . . . , sn)，

s̃ = f(s̃1, . . . , s̃n) とおくと，すべての i ∈ [1, n]について，si
∗
→ s̃iが成り立つ．以下のように場合

分けをする．

(a)すべての i ∈ [1, n]について，s̃iが非安定項のとき．

定義より，各 i ∈ [1, n] について，s̃i
∗
→ ti をみたす ti ∈ Sub(R) が存在し，s

∗
→>λ s̃

∗
→>λ

f(t1, . . . , tn)となる. このとき，s̃が安定項なので f(t1, . . . , tn)も安定項となる. ここで，各 i ∈

[1, n] について，si, ti ∈ Sub(R) かつ R = closure(R) より，si → ti ∈ R が成り立つ．よって，

s = f(s1, . . . , sn)
Arg

−. f(t1, . . . , tn)となるので，ST の定義より s ∈ ST0.

(b)ある i ∈ [1, n]について，s̃iが安定項のとき．

si
∗
→ s̃i，|s̃i| < |s̃| ≤ k なので，帰納法の仮定より si ∈ ST∞. したがって，ST の定義より

s ∈ ST∞.

次に，s
∗
→R s̃がトップリダクションを持つ場合を考える．ある l → r ∈ Rに対して，s

∗
→ l →λ

r
∗
→>λ s̃ となる．r

∗
→>λ s̃はトップリダクションを持たず，r ∈ Sub(R)であるから，前述の議論

と同様に r ∈ ST∞．よって，ST の定義より s ∈ ST∞． �

ここで，ST∞は ||R||の多項式時間で求めることができるので，任意の s ∈ Sub(R)が安定可能項

かどうかは多項式時間で判定できる [3]．



4 基底項書き換え系の合流性の必要条件

本節では文献 [3]を参考にして，基底項書き換え系の合流性判定に必要となる C-conditionについ

て説明する．ただし，前節と同様に本論文ではカリー変換とフラット変換を仮定していないので，

一般的な基底項書き換え系に対して適用可能となるように文献 [3]中の集合 Left,Rightをまとめて

Subtopとし，前節の安定項と安定可能項の定義の変更に基づいて定義を与えている．まず，文献 [3]

と同様に，C-conditionの判定に必要となる項の集合 Topsteps(s)と Subtop(s)を定義する．

定義 15 (項の集合 Topsteps(s)，Subtop(s)) s ∈ Sub(R)に対して以下のような項の集合を定義

する．

Topsteps(s) = {t | s→λ

Arg

−.t}

Subtop(s) = {f(t1, . . . , tn) | f(t1, . . . , tn) ∈ Topsteps(s) ∧ ∃i ∈ [1, n]. tiが安定可能項 }

ここで，s ∈ Sub(R)について，以下が成立することに注意する．

1. s ∈ Topsteps(s)．

2. s
∗
→ s′ ∈ Sub(R)ならば s′ ∈ Topsteps(s)．

3. u ∈ Topsteps(s)ならば任意の i ∈ [1, arity(u)]について u|i ∈ Sub(R)．

定義 16 (C-condition(s),C-condition(R)) 項 s ∈ Sub(R)が以下の条件 1–4を満たすとき，項

sはC-conditionをみたすといい，C-condition(s)と記す．

1. ∀t, t′ ∈ Topsteps(s). t ↓ t′

2. ∀u1, u2 ∈ Subtop(s). [root(u1) = root(u2) ∧ u1 ↓>λ u2]

3. Subtop(s) 6= ∅ ⇒ ∀t ∈ Topsteps(s). ∃u ∈ Subtop(s). (t
∗
→ u)

4. Subtop(s) 6= ∅ ⇒ ∃f. ∀l, r ∈ Subtop(s). [l = f(l1, . . . , ln) ∧ r = f(r1, . . . , rn)

∧ ∀i ∈ [1, n]. [liが安定可能項 ⇔ riが安定可能項]]

また，すべての項 s ∈ Sub(R) が C-conditionをみたすとき，Rは C-conditionをみたすといい，

C-condition(R)と記す．

上記のC-conditionの条件 1，2，3は文献 [3]と同様な条件である．しかし，安定可能項の定義を

変更しているので，条件 4は文献 [3]より一般的な条件に修正してある．

補題 17 C-condition(R)は多項式時間で決定可能．

(証明)

項が Topsteps, Subtopに属しているか否かは，定義より多項式時間で決定可能．以下では，ある

項 s ∈ Sub(R)について，C-condition(s)の各条件が多項式時間で決定可能であることを示す．

条件 1，条件 2．補題 8より，多項式時間で決定可能．

条件 3．補題 6より，多項式時間で決定可能．

条件 4．Subtopの性質より，任意の項 u ∈ Subtop(s)について，すべての i ∈ [1, arity(u)] で，

u|i ∈ Sub(R)となるので，補題 14より多項式時間で決定可能． �

補題 18 GTRS Rが合流するならば C-condition(R)が成り立つ．



(証明)

Rが合流するならば，任意の項 s ∈ Sub(R)について，C-condition(s)の各条件が成立すること

を示す．

条件 1．自明．

条件2．u1, u2 ∈ Subtop(s)を仮定する．Subtopの定義より，ある i ∈ [1, arity(u1)]，j ∈ [1, arity(u2)]

について，u1|i, u2|j は安定可能項なので，u1|i
∗
→ ũ1，u2|j

∗
→ ũ2 をみたす安定項 ũ1, ũ2 が存在す

る．また，Rは合流するので，u1

∗
→≥i u1[ũ1]i ↓ u2[ũ2]j

∗
←≥j u2 となる．このとき，ũ1, ũ2が安定

項なので補題 10より u1[ũ1]i, u2[ũ2]j は安定項となり，トップリダクションできない．したがって，

u1[ũ1]i ↓>λ u2[ũ2]j となるので，root(u1) = root(u2)かつ u1 ↓>λ u2が成り立つ．

条件 3．t ∈ Topsteps(s)を仮定する．また，Subtop(s) 6= ∅よりある u′ ∈ Subtop(s)が存在する．

Subtopの定義より，ある位置 i ∈ [1, arity(u′)]について，u′|iが安定可能項なので，u′|i
∗
→ ũをみ

たす安定項 ũ が存在する．また，Rは合流するので，t
∗
→ v

∗
← u′[ũ]i

∗
←≥i u′ となる．ここで，ũは

安定項なので補題 10より，u′[ũ]iも安定項となり，u′[ũ]i
∗
→>λ vとでき，ũ

∗
→ v|iより ũが安定項

なので，v|iは安定項となる．最初に，t
∗
→ v中にトップリダクションがない場合を考える．このと

き，t|i
∗
→ v|iより，t|iは安定可能項．ゆえに，t ∈ Subtop(s)．次に，t

∗
→ v中にトップリダクショ

ンがある場合を考える．このとき，ある l→ u ∈ Rに対して，t
∗
→ l →λ u

∗
→>λ v が存在し，v|iが

安定項なので安定可能項の定義より u|iは安定可能項となる．また，s
∗
→ uかつ s, u ∈ Sub(R)より

s→ u ∈ Rなので u ∈ Topsteps(s)となる．したがって，u ∈ Topsteps(s)かつ u|iが安定可能項で

あることより t
∗
→ u ∈ Subtop(s)となる．

条件 4．すでに条件 2が成立することは示されているので，任意の u, v ∈ Subtop(s) に対して，

root(u) = root(v)は成立する．ここで，u = f(u1, . . . , un)，v = f(v1, . . . , vn)とおく．このとき，

定義より u1, . . . , unのうち少なくとも 1つが安定可能項なので，upが安定可能項である p ∈ [1, n]

について，up
∗
→ ũpをみたす安定項 ũpが存在する．また，項 vも同様に，v1, . . . , vnのうち少なく

とも 1つが安定可能項なので，vqが安定可能項である q ∈ [1, n]について，vq
∗
→ ṽqをみたす安定項

ṽqが存在する．ここで，u, vの各安定可能項 up, vq を安定項 ũp, ṽq に書き換えた項をそれぞれ ũ, ṽ

とおくと，Rは合流するので，u
∗
→>λ ũ

∗
→ w

∗
← ṽ

∗
←>λ vをみたす項 wが存在する．ここで，補

題 10より，ũ, ṽ は安定項なので，ũ
∗
→>λ w

∗
←>λ ṽ．よって，w = f(w1, . . . , wn)となり，任意の

i ∈ [1, n]について ui
∗
→ ũ|i

∗
→ wi

∗
← ṽ|i

∗
← vi．最初に ũ|iが安定項の場合を考える．このとき，定

義より uiが安定可能項，wiが安定項となる．ここで，wiが安定項なので，vi
∗
→ wiより viは安定

可能項となる．したがって，uiが安定可能項であるとき，viも安定可能項となる． 次に，ṽ|iが安

定項のときも同様にすると，viが安定可能項であるとき，uiも安定可能項となる．したがって，ui

が安定可能項 ⇔ viが安定可能項となる． �

GTRS Rが C-conditionをみたさないとき非合流と判定できるので，以降ではGTRS RはC-

conditionをみたすものとする．なお，Rが C-conditionをみたすとき，安定可能項について以下

のような性質がいえる．

補題 19 安定可能項 s ∈ Sub(R)について，s
∗
→ s′ならば s′は安定可能項．

(証明)

背理法で示す．sが安定可能項で s
∗
→ s′をみたす安定不能項 s′が存在すると仮定する．s′は安定

不能項なので，安定不能項の性質より，s′
∗
→ wをみたす安定不能項 w ∈ Sub(R)が存在する. また，

s
∗
→ wかつ s, w ∈ Sub(R)より s→ w ∈ Rとなるので，定義から w ∈ Topsteps(s)．ここで，以下

のように場合分けをする．

(1) Subtop(s) = ∅のとき．



s ∈ Sub(R)と補題 5に注意すると，sが安定可能項より s →λ t
∗
→>λ s̃ をみたす安定項 s̃と

t ∈ Topsteps(s)が存在する．また，条件より t 6∈ Subtop(s)となることから，すべての i ∈ [1, arity(t)]

について，t|iが安定不能項なので t|i
∗
→ s̃|iより s̃|iは安定不能項となり，定義より s̃|i

∗
→ ũi をみた

す ũi ∈ Sub(R)が存在し，ti, ũi ∈ Sub(R)から t|i → ũ|i ∈ Rが成り立つ．ここで，f = root(t)，

n = arity(t)とおくと，f(ũ1, . . . , ũn) ∈ Topsteps(s) をみたすので，C-condition(s)の条件 1より，

w
∗
→ v

∗
← f(ũ1, . . . , ũn) が成り立つ．このとき，s̃

∗
→ f(ũ1, . . . , ũn)

∗
→ v かつ s̃が安定項なので，v

も安定項となる．したがって，w
∗
→ vより wが安定可能項となり矛盾．

(2) Subtop(s) 6= ∅のとき．

C-condition(s) をみたすので条件 3より，w
∗
→ uをみたす u ∈ Subtop(s) が存在する．また，

Subtopの定義より，ある i ∈ [1, arity(u)]について，u|iが安定可能項なので，u|i
∗
→ ũをみたす安

定項 ũ と書き換え列 u
∗
→≥i u[ũ]i が存在する．ここで，補題 10より u[ũ]i は安定項となる．した

がって，w
∗
→ u

∗
→ u[ũ]iより，wが安定可能項となり矛盾. �

上記の補題から s ∈ Sub(R)に対して，以下のことも成り立つことに注意する．

1. s
∗
→ tならば，sが安定可能項 ⇔ tが安定可能項．

2. sが安定可能項，項 tが安定不能項ならば，s 6↓ t．

5 基底項書き換え系の合流性判定

本節では文献 [3]を参考にして，基底項書き換え系の多項式時間合流性判定法を説明し，その正

当性の証明を与える．ただし，本論文ではカリー変換とフラット変換を仮定していないので，文献

[3]の正当性の証明をそのままもちいることはできない．そこで，項の安定度と強安定項という新し

い概念を導入することにより，一般的な基底項書き換え系に対しても正当性が証明できるように修

正を行う．最初に，強交差性の定義とその必要条件について説明する．

定義 20 (強交差性) 項 s, tが強交差するとは，s
∗
→ s′，t

∗
→ t′をみたす任意の s′, t′が s′ ↓ t′とな

ることである．s, tが強交差するとき，s ↓D tと記す．

ここで，¬(s ↓D t)を s 6↓D tと表す．

定義 21 (DJ-condition(s1, s2)) s1, s2 ∈ Sub(R)に対して以下の条件 1–3が成り立つとき，DJ-

conditionをみたすといい，DJ-condition(s1, s2)と記す．

1. ∀t ∈ Topsteps(s1). ∀t
′ ∈ Topsteps(s2). t ↓ t′

2. Subtop(s1) = ∅ ⇔ Subtop(s2) = ∅

3. ∀u1 ∈ Subtop(s1). ∀u2 ∈ Subtop(s2). [root(u1) = root(u2) ∧ u1 ↓>λ u2]

上記のDJ-conditionは文献 [3]と同様な条件である．

補題 22 s1, s2 ∈ Sub(R)に対して DJ-condition(s1, s2)は多項式時間で決定可能．

(証明)

補題 17と同様． �

補題 23 s1, s2 ∈ Sub(R)に対して s1 ↓D s2ならばDJ-condition(s1, s2)が成り立つ．



(証明)

s1 ↓D s2 をみたす s1, s2 ∈ Sub(R)に対して，DJ-condition(s1, s2)の各条件が成立することを

示す．

条件 1．自明．

条件 2．u1 ∈ Subtop(s1)を仮定して，対偶により示す．Subtopの定義より，ある i ∈ [1, arity(u1)]

が存在して，u1|iが安定可能項となる．このような iについて，u1|i
∗
→ ũ1をみたす安定項 ũ1が存

在する. また，s1 ↓D s2なので，u1

∗
→≥i u1[ũ1]i

∗
→ v

∗
← s2 をみたす書き換え列が存在する.ここで，

補題 10より，u1[ũ1]iは安定項となり，u1[ũ1]i
∗
→>λ vとできる．よって，ũ1

∗
→ v|iかつ ũ1が安定項

なので，v|iは安定項となる．次に，s2 ∈ Sub(R)なので，補題 5より s2 →λ ŝ
∗
→>λ vが存在する．

このとき，ŝ|i
∗
→ v|iかつ v|iが安定項なので，ŝ|iは安定可能項となる．また，ŝ ∈ Topsteps(s2)な

ので，ŝ ∈ Subtop(s2)．したがって，Subtop(s2) 6= ∅．

条件3．u1 ∈ Subtop(s1), u2 ∈ Subtop(s2)を仮定する．Subtopの定義より，ある i ∈ [1, arity(u1)]，

j ∈ [1, arity(u2)]が存在して，u1|i, u2|j は安定可能項なので，u1|i
∗
→ ũ1，u2|j

∗
→ ũ2 をみたす安定

項 ũ1, ũ2が存在する．また，s1 ↓D s2なので，u1

∗
→≥i u1[ũ1]i ↓ u2[ũ2]j

∗
←≥j u2 となる．このとき，

ũ1, ũ2が安定項なので補題 10より，u1[ũ1]i, u2[ũ2]i も安定項となり，トップリダクションできない．

したがって，u1[ũ1]i ↓>λ u2[ũ2]j なので，root(u1) = root(u2)かつ u1 ↓>λ u2が成り立つ． �

次に，合流性判定法の正当性の証明に必要となる補題を示す．

補題 24 s1, s2 ∈ Sub(R)について，ある i ∈ [1, n]で ui 6↓D viをみたす f(u1, . . . , un) ∈ Subtop(s1)

と f(v1, . . . , vn) ∈ Subtop(s2) が存在するならば，s1 6↓D s2が成り立つ．

(証明)

u = f(u1, . . . , un) ∈ Subtop(s1)，v = f(v1, . . . , vn) ∈ Subtop(s2)，ある i ∈ [1, n] について

ui 6↓D viをみたす u, vを仮定する．また，ui 6↓D viより，ui
∗
→ u′，vi

∗
→ v′，u′ 6↓ v′をみたす項 u′, v′

が存在する．このとき，以下のように場合分けをする．

(a)ui, viが安定不能項のとき．

ui
∗
→ u′，vi

∗
→ v′より，u′, v′も安定不能項となる．よって，u′ ∗

→ ũ，v′
∗
→ ṽをみたす ũ, ṽ ∈ Sub(R)

が存在する．また，u′ 6↓ v′なので，ũ 6↓ ṽとなる．ここで，ui, vi, ũ, ṽ ∈ Sub(R)より ui → ũ, vi →

ṽ ∈ Rなので，u[ũ]i ∈ Topsteps(s1)，v[ṽ]i ∈ Topsteps(s2)となる．また，u, v ∈ Subtop(s)より，

p 6= i，q 6= i なる p, qが存在して，u|p, v|qは安定可能項となる．よって，u[ũ]i|p = up，v[ṽ]i|q = vq

となるので，u[ũ]i ∈ Subtop(s1)，v[ṽ]i ∈ Subtop(s2)となる．したがって，DJ-condition(s1, s2)の

条件 3 をみたさないので，補題 23の対偶から，s1 6↓D s2．

(b)ui, viが安定可能項のとき.

Subtopの定義より，ui, vi ∈ Sub(R)なので，補題 19より u′, v′ は安定可能項となり，u′ ∗
→ ũ，

v′
∗
→ ṽ をみたす安定項 ũ, ṽが存在する．また，u′ 6↓ v′より，ũ 6↓ ṽとなる．ここで，ũ, ṽが安定項な

ので補題 10より，u[ũ]i, v[ṽ]i は安定項となる．よって，ũ 6↓ ṽより，u[ũ]i 6↓ v[ṽ]iとなる．したがっ

て，s1

∗
→ u

∗
→ u[u′]i

∗
→ u[ũ]i 6↓ v[ṽ]i

∗
← v[v′]i

∗
← v

∗
← s2 をみたすので，s1 6↓D s2．

(c) ui, viの一方のみが安定可能項のとき．

一般性を失うことなく，uiを安定可能項，viを安定不能項とする．このとき，補題 19より，ui 6↓ vi

なので，DJ-condition(s1, s2)の条件 3をみたさない．したがって，補題 23の対偶から，s1 6↓D s2．

�

補題 25 s1, s2 ∈ Sub(R)が，DJ-condition(s1, s2)をみたすとき，Subtop(s1) = Subtop(s2) = ∅な

らば s1 ↓D s2が成り立つ．



(証明)

s1, s2 ∈ Sub(R)について，DJ-condition(s1, s2)が成り立ち，Subtop(s1) = Subtop(s2) = ∅とな

ることを仮定する．このとき，j = 1, 2に対して，sj
∗
→ s′j をみたす任意の項 s′jについて，s′j

∗
→ s′′j

をみたす s′′j ∈ Topsteps(sj) が存在することを示せば，DJ-condition(s1, s2)の条件 1より，s′′1 ↓ s′′2
となるため，s1 ↓D s2がいえる．したがって，j = 1のときのみを示せば十分である．n = arity(s′1)，

f = root(s′1)とおく．s′1 ∈ Topsteps(s1)のときは自明なので，s′1 6∈ Topsteps(s1)のときを示す．

s1 ∈ Sub(R)と補題 5より，書き換え列 s1 →λ ŝ1

∗
→>λ s′1 が存在する．また，ŝ1 ∈ Topsteps(s1)も

成り立つ．ここで，Subtop(s1) = ∅なので ŝ1 6∈ Subtop(s1)となり，Subtopの定義から，すべての

i ∈ [1, n]について，ŝ1|iは安定不能項なので，s′1|iも安定不能項．したがって，すべての i ∈ [1, n]

について s′1|i
∗
→ ti をみたす項 ti ∈ Sub(R) と s′1

∗
→ f(t1, . . . , tn) という書き換え列が存在し，

ŝ1|i, ti ∈ Sub(R)かつ ŝ1|i
∗
→ s′1|i

∗
→ tiより，ŝ1|i → ti ∈ Rとなる．よって，s1 →λ ŝ1

Arg

−.f(t1, . . . , tn)

となるので，f(t1, . . . , tn) ∈ Topsteps(s1)となる．したがって，s′′1 = f(t1, . . . , tn)ととればよい．

�

以下では，強交差性を利用した合流条件を文献 [3]と同様に与える．

補題 26 Rが合流する ⇔ 任意の t ∈ Sub(R)について t ↓D t．

(証明)

(⇒) 自明.

(⇐) ∀s, t1, t2. [s
∗
→ t1 ∧ s

∗
→ t2 ⇒ t1 ↓ t2]を |s|に関する帰納法で示す．

(B.S.) |s| = 1のとき.

(a) sが正規形のとき.

自明.

(b) (a)以外のとき.

RはGTRSなので s→ r ∈ Rが存在する．したがって，s ∈ Sub(R)となり，仮定より s ↓D sが

成り立つ.

(I.S.) s = f(s1, . . . , sn)と仮定する．以下のように場合分けをする

(a) s ∈ Sub(R)のとき．

自明.

(b) s 6∈ Sub(R)のとき，t1
∗
← s

∗
→ t2という書き換え列を仮定し，以下のように場合分けをする．

(b-1)s
∗
→>λ ti(i = 1, 2)のとき.

t1
∗
← s

∗
→ t2 中にトップリダクションがないので，root(t1) = root(t2)となり，n = arity(t1) =

arity(t2)とおける．よって，すべての i ∈ [1, n]について，|si| < |s|に注意すると帰納法の仮定よ

り，t1|i
∗
→ pi

∗
← t2|i をみたす項 p1, . . . , pnが存在する．したがって，t1

∗
→ f(p1, . . . , pn)

∗
← t2 なの

で，t1 ↓ t2.

(b-2)s
∗
→ ti(i = 1, 2) 中のそれぞれにトップリダクションが存在するとき.

このとき，i = 1, 2に対して，s
∗
→>λ s′i →λ ri

∗
→ ti となる．s′1

∗
← s

∗
→ s′2 中にトップリダクション

がないので，f = root(s′1) = root(s′2)，n = arity(s′1) = arity(s′2)とおける.また，すべての j ∈ [1, n]

について，|sj| < |s|に注意すると帰納法の仮定より，s′1|j
∗
→ pj

∗
← s′2|j をみたす項 p1, . . . , pnが存

在する．ここで，p = f(p1, . . . , pn)とおくと，p
∗
← s′1 → r1

∗
→ t1となり，s′1 ∈ Sub(R)に注意す

ると仮定より t1
∗
→ t′

∗
← f(p1, . . . , pn) をみたす t′ が存在する．同様に，t′

∗
← p

∗
← s′2 → r2

∗
→ t2

から，s′2 ∈ Sub(R) に注意すると仮定より t′
∗
→ t′′

∗
← t2 をみたす t′′ が存在する．したがって，

t1
∗
→ t′

∗
→ t′′

∗
← t2 なので t1 ↓ t2(図 3).

(b-3)s
∗
→ ti(i = 1, 2) 中の一方のみにトップリダクションが存在するとき.



一般性を失うことなく，s
∗
→ t1 にトップリダクションが存在すると仮定する．このとき，s

∗
→>λ

s′ →λ r
∗
→ t1 となる．s′1

∗
← s

∗
→ t2 中にトップリダクションがないので，f = root(s′1) = root(t2)，

n = arity(s′1) = arity(t2)とおける.また，すべての j ∈ [1, n]について，|sj | < |s|に注意すると帰

納法の仮定より，s′|j
∗
→ pj

∗
← t2|j をみたす p1, . . . , pnが存在する．ここで，p = f(p1, . . . , pn)とお

くと，t1
∗
← r ← s′1

∗
→ pとなり，s′1 ∈ Sub(R)に注意すると仮定より t1

∗
→ t′

∗
← p をみたす t′が存

在する．したがって，t1
∗
→ t′

∗
← p

∗
← t2 なので t1 ↓ t2(図 4). �

図 3. (b-2)の図解 図 4. (b-3)の図解

以下では，集合NDJ∞をもちいることにより，s1, s2 ∈ Sub(R)に対して s1 ↓D s2が決定できる

ことを示す．

定義 27 (項対の集合NDJ∞) 項対の集合NDJ0, NDJ1, . . .を以下のように定義する．

NDJ0 = {(s, s′) | s, s′ ∈ Sub(R) ∧ ¬DJ-condition(s, s′)}

NDJi+1 = NDJi ∪ {(s, s
′) | s, s′ ∈ Sub(R) ∧ u = f(u1, . . . , un) ∈ Subtop(s)

∧v = f(v1, . . . , vn) ∈ Subtop(s′) ∧ ∃j ∈ [1, n]. (uj , vj) ∈ NDJi}

このとき，項対の集合 NDJ∞をNDJ∞ =
⋃

i

NDJi と定義する．

以下では，命題 ∀s1, s2 ∈ Sub(R). [(s1, s2) ∈ NDJ∞ ⇔ s1 6↓D s2] を証明するために，安定度と

強安定項という概念を新たに導入する．この概念をもちいることによって，カリー変換やフラット

変換を仮定しない一般的な基底項書き換え系に対して証明を与えることが可能となる．

定義 28 (安定度) 項 sの安定度 sdep(s)を次のように定める．

sdep(s) =







0 sが非安定項の場合

1 + max{sdep(si) | 1 ≤ i ≤ n} s = f(s1, . . . , sn)が安定項の場合

定義 29 (強安定項) 項 s = f(s1, . . . , sn)が強安定項とは，s1, . . . , snの少なくとも 1 つが安定項

のときをいう．

補題 10より，sが強安定項ならば sは安定項になることに注意する．

補題 30 s1, s2 ∈ Sub(R)に対して，(s1, s2) ∈ NDJ∞ ⇔ s1 6↓D s2．



(証明)

(⇒) (s1, s2) ∈ NDJkを仮定して kに関する帰納法で示す．

(B.S.) DJ-condition(s1, s2)をみたさないので，補題 23の対偶を考えると，s1 6↓D s2となる．

(I.S.) (s1, s2) ∈ NDJk+1 と仮定する．このとき，ある j ∈ [1, n] について，(uj , vj) ∈ NDJk

をみたす f(u1, . . . , un) ∈ Subtop(s1)，f(v1, . . . , vn) ∈ Subtop(s2)が存在する．帰納法の仮定より

uj 6↓D vj が成り立つ．したがって，補題 24より，s1 6↓D s2．

(⇐) 以下の命題を示せば十分である．

∀k. ∀s1, s2 ∈ Sub(R). [∃t1, t2[s1

∗
→ t1 ∧ s2

∗
→ t2 ∧ t1 6↓ t2 ∧max(sdep(t1), sdep(t2)) ≤ k]

⇒ (s1, s2) ∈ NDJ∞]

証明は kに関する帰納法で示す．

(B.S.) sdep(t1) = sdep(t2) = 0のとき．このとき，t1, t2 は非安定項．ここで，安定項の定義よ

り，i = 1, 2について，ti
∗
→ t̃iをみたす t̃i ∈ Sub(R)が存在し，si, t̃i ∈ Sub(R)より si → t̃i ∈ Rな

ので，Topstepsの定義から t̃i ∈ Topsteps(si)が成り立つ．よって，t1 6↓ t2より t̃1 6↓ t̃2となるため，

DJ-condition(s1, s2)の条件 1をみたさない．したがって，(s1, s2) ∈ NDJ0が成り立つ．

(I.S.) 以下のように場合分けをする．

(a) t1, t2がともに強安定項でないとき．

このとき，t1 = f(u1, . . . , un) (n ≥ 0)とおくと，任意の j ∈ [1, n]について，uj は非安定項なの

で，uj
∗
→ wj なる wj ∈ Sub(R)が存在する．ここで t̃1 = f(w1, . . . , wn)とおくと，s1

∗
→ t1

∗
→ t̃1．

また，補題 5より s1 →λ
∗
→>λ t̃1．よって，n > 0の場合は任意の j ∈ [1, n]に対して wj ∈ Sub(R)，

n = 0の場合は t1 = t̃1 ∈ Sub(R) に注意すると，s1 →λ

Arg

−.t̃1 となるので，t̃1 ∈ Topsteps(s1)．同

様に，s2

∗
→ t2

∗
→ t̃2かつ t̃2 ∈ Topsteps(s2)なる t̃2 が存在する．また，t1 6↓ t2より，t̃1 6↓ t̃2も成り

立つ．したがって，DJ-condition(s1, s2)の条件 1 をみたさないので，(s1, s2) ∈ NDJ0．

(b) t1, t2のうち少なくとも 1つが強安定項のとき．

一般性を失うことなく，t1 = f(u1, . . . , un)を強安定項とする．s1 ∈ Sub(R)かつ t1が強安定項な

ので補題 5より，s1 →λ u
∗
→>λ t1をみたす項 u = f(u′

1, . . . , u
′
n) ∈ Subtop(s1)が存在し，すべての

i ∈ [1, n]に対して，u′
i

∗
→ uiとなる．また，DJ-condition(s1, s2)をみたさないとき，(s1, s2) ∈ NDJ0

となるので，以下ではDJ-condition(s1, s2)をみたすと仮定する．ここで，以下のように場合分けを

する．

(b-1) t2が強安定項のとき．

t2 = g(v1, . . . , vm)と仮定すると，s2 ∈ Sub(R)かつ t2が強安定項なので補題 5より，書き換え列

s2 →λ v
∗
→>λ t2をみたす項 v = g(v′1, . . . , v

′
m) ∈ Subtop(s2)が存在し，すべての j ∈ [1,m]に対し

て，v′j
∗
→ vjとなる．DJ-condition(s1, s2)の条件 3より，f = gが成立する．したがって，t1, t2が安

定項より t1 6↓>λ t2となるので，ある i ∈ [1, n]が存在して ui 6↓ viとなる．ここで，u′
i

∗
→ ui 6↓ vi

∗
← v′i

およびmax(sdep(ui), sdep(vi)) < kに注意すると，帰納法の仮定より (u′
i, v

′
i) ∈ NDJ∞が成り立

つ．したがって，NDJ の定義より，(s1, s2) ∈ NDJ∞.

(b-2) t2が強安定項ではないが安定可能項のとき．

このとき，t2 = g(v1, . . . , vm) (m ≥ 0) と仮定すると，t2 は強安定項でないので，すべての

i ∈ [1,m] について，vi は非安定項となり，vi
∗
→ wi をみたすある wi ∈ Sub(R) が存在する．

また，s2 ∈ Sub(R) なので補題 5 より，s2 →λ s′2
∗
→>λ t2 をみたす項 s′2 = g(ṽ1, . . . , ṽm) ∈

Sub(R) が存在する．さらに，g(ṽ1, . . . , ṽm)
∗
→>λ g(w1, . . . , wm)より s2 →λ g(ṽ1, . . . , ṽm)

∗
→>λ

g(w1, . . . , wm)．また，各 i ∈ [1,m]に対して ṽi
∗
→ wi かつ ṽi, wi ∈ Sub(R)より ṽi → wi ∈ Rと

なるので，s2 →λ

Arg

−.g(w1, . . . , wm)となり，g(w1, . . . , wm) ∈ Topsteps(s2)が成り立つ．よって，

u ∈ Subtop(s1) 6= ∅と DJ-condition(s1, s2)より Subtop(s2) 6= ∅ に注意すると，C-condition(s2)

の条件 3より g(w1, . . . , wm)
∗
→ vをみたすある v ∈ Subtop(s2)が存在する．DJ-condition(s1, s2)

の条件 3より f = root(v)が成立し，v = f(v′1, . . . , v
′
n)とおける．このとき，t1 6↓ t2 より s1

∗
→



u
∗
→>λ t1 6↓ v

∗
← t2

∗
← s2 となる．さらに t1 = f(u1, . . . , un)と v = f(v′1, . . . , v

′
n)，t1 6↓ v より

t1 6↓>λ v となることに注意すると，ui 6↓ v′i をみたす iが存在する．このとき，Subtopの定義よ

り，各 i ∈ [1, n]について v′i ∈ Sub(R)となるので安定度の定義より sdep(v′i) = 0 に注意すると，

max(sdep(ui), sdep(v′i)) < k．よって，u′
i

∗
→ ui 6↓ v′iを u′

i

∗
→ ui 6↓ v′i

∗
← v′i と表せるので帰納法の仮

定から，(u′
i, v

′
i) ∈ NDJ∞が成り立つ．したがって，NDJ の定義より，(s1, s2) ∈ NDJ∞．

(b-3) t2が安定不能項のとき．

このとき，補題 19より s1 が安定可能項，s2 が安定不能項となるため，s1 6↓ s2．したがって，

DJ-condition(s1, s2) の条件 1をみたさないので，(s1, s2) ∈ NDJ0． �

ここで，NDJ∞ は文献 [3]と同様に ||R||の多項式時間で求めることができ，補題 22より DJ-

conditionも多項式時間で決定することができる．したがって，補題 30より任意の s, t ∈ Sub(R)に

対して，s ↓D tは多項式時間で判定できる．このとき，以下の定理が成立する．

定理 31 基底項書き換え系 Rの合流性は多項式時間で決定可能である [3]．

(証明)

合流性判定は，Rの変換と合流条件の判定部分に分割できる．Rの変換は，補題4より，closure(R) =

R∞を導出可能．よって，R∞は，||R||の多項式時間で計算可能なので，closure(R)は多項式時間

で計算可能．

合流条件の検証では，補題 18の背反を考えると，C-condition(R)をみたさないとき，非合流．ま

た，C-condition(R)は，補題 17より ||R||の多項式時間で決定可能．

次に，C-condition(R) をみたすときについて考える．このとき，Rが合流する必要十分条件は，

補題 26より，任意の項 s ∈ Sub(R)について，s ↓D sが成立することである．これは，補題 30より，

任意の項 s ∈ Sub(R)に対して (s, s) 6∈ NDJ∞が成立することと同値であり，この場合は，||R||の

多項式時間で検証できる．したがって，GTRS Rの合流性判定は ||R||の多項式時間で決定可能．�

6 実験

Comon-Godoy-Nieuwenhausによる合流性判定アルゴリズムCGN[3]と本論文の合流性判定アル

ゴリズムを SML/NJ で実装して実行時間を比較した．実験は Intel Core2 Duoプロセッサ E7400

@ 2.80GHzおよびメモリ 1GBを搭載した PC上で行った．実験は，21例の基底項書き換え系に対

して，R の書き換え規則数 |R|，closure(R)の書き換え規則数 |closure(R)| および判定時間を比較

した (表 1)．また，判定結果が合流のときは ◦，非合流のときは ×で表した．

本論文のアルゴリズムを CGN[3]と比較すると，カリー変換やフラット変換による書き換え規則

の増加が顕著の場合には判定時間が大幅に短縮されており，約 20～60倍高速化された例もあった．

一方，これらの変換による書き換え規則の増加が小さい場合には判定時間の改善はなかった (表 1)．

7 おわりに

本論文では，基底項書き換え系の多項式時間合流性判定法を提案し，その正当性の証明を行った．

本手法の特徴は，従来の判定法では必要とされていたカリー変換とフラット変換を行わずに，基底

項書き換え系に閉包操作を直接適用することで合流性を判定する点にある．

基底項書き換え系よりも広いクラスであるシャロー項書き換え系に対する合流性判定法も近年提

案されている [5, 6]．しかし，これらの合流性判定法でも，基底項書き換え系の場合と同様にカリー

変換とフラット変換を利用している．本論文の結果を拡張することで，これらの変換を省いた直接



表 1. 合流性判定アルゴリズムの実行時間の比較

例 |R|
|closure(R)| 判定時間 判定 例 |R|

|closure(R)| 判定時間 判定
CGN 本論文 CGN 本論文 CGN 本論文 CGN 本論文

1 3 18 9 0 0 × 12 8 83 22 1164 288 ◦
2 6 24 15 4 4 × 13 3 83 19 8 8 ×
3 4 19 10 0 4 ◦ 14 3 50 13 8 4 ×
4 5 26 13 4 4 ◦ 15 8 85 24 1232 304 ◦
5 4 21 12 12 16 ◦ 16 8 131 29 5136 720 ◦
6 5 26 13 4 4 × 17 8 171 34 8033 1512 ◦
7 3 31 12 4 4 × 18 8 161 34 500 204 ×
8 8 54 20 12 20 × 19 11 112 27 3296 136 ×
9 5 30 13 8 12 ◦ 20 8 77 22 1296 200 ◦
10 4 31 14 92 120 ◦ 21 11 148 27 10897 184 ×
11 5 30 13 8 12 ◦

的なシャロー項書き換え系の合流性判定法を実現することは興味深い問題である．また，本論文で

提案した合流性判定法を項書き換え系の合流性自動判定システム ACP[1]に組み込むことも今後の

課題である．
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