
2019年度 数理論理学 復習問題 (16)

問題 1 シグニチャを L = 〈{a0, f1, g2}, ∅〉とし ， N上の定数および関数として aM =

0， fM(x) = x × 2， gM(x, y) = xy を考える ． L-構造M = 〈N, aM, fM, gM〉 と ，
v(x) = 2， v(y) = 3なる付値 v を考えるとき， 以下の値を答えよ ．
(1) [[a]]v (2) [[f(x)]]v (3) [[g(f(x), y)]]v

問題 2 シグニチャを L = 〈∅, {<2}〉とし ， M = {a, b, c}, <M = {〈a, b〉, 〈c, b〉}と
おく とき， L-構造M = 〈M,<M〉を考える． このとき， 以下の値を答えよ ．
(1) [[y < x]]v[a/x][b/y] (2) [[y < x]]v[b/x][a/y] (3) [[x ≈ y]]v[a/x][a/y]

問題 3 シグニチャを L = 〈{f2}, {P1}〉， L-構造Mを M = 〈{−1, 0, 1}, fM, PM〉，
fM(x, y) = x × y， PM = {1}と定める． v を任意の付値とするとき， 以下の値を
求めよ ．
(1) [[P(x)]]v[1/x] (2) [[f(x, y)]]v[−1/x][0/y] (3) [[P(f(x, y))]]v[1/x][−1/y]

問題 4 シグニチャを L = 〈{f1}, {P2}〉とするとき， L-構造MをM = 〈N, fM, PM〉，
fM(x) = x + 1， PM = {〈x, y〉 | 2x+ y ≤ 7}と定める． また， 付値 v を v(x) = 2，
v(y) = 3により 定める． このとき， 以下の値を求めよ ．
(1) [[f(y)]]v (2) [[f(y)]]v[5/y] (3) [[P(x, y)]]v (4) [[P(x, f(y))]]v

問題 5 P(X)はXの部分集合全体の集合を表わすものとする． シグニチャを L =

〈{f2}, {P2}〉 とするとき， L-構造M を M = 〈P({0, 1, 2}), fM, PM〉， fM(x, y) =

x ∩ y， PM = {〈x, y〉 | x ⊆ y}と定める． このとき， 以下の値を求めよ ．
(1) [[f(x, y)]]v[{0,1}/x][{0,2}/y] (2) [[P(x, y)]]v[{0}/x][{0,2}/y] (3) [[P(f(x, y), x)]]v

問題 6 シグニチャを L = 〈{∅, {P2}〉とするとき， L-構造Mi = 〈|Mi|, P
Mi〉 (1 ≤

i ≤ 3)を以下のよう に定める．
M1 = 〈N, {〈x, y〉 | x < y}〉

M2 = 〈N, {〈x, y〉 | x× 3 = y × 2}〉

M3 = 〈N, {〈x, y〉 | x+ y = 9}〉

このとき， M1， M2， M3のそれぞれについて [[P(x, x)]]v = Tとなる付値 vはある
か？ また， ある場合には 1つ与えよ ．
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2019年度 数理論理学 復習問題解答 (16)

問題 1

(1) [[a]]v = aM = 0．
(2) [[f(x)]]v = [[x]]v × 2 = v(x)× 2 = 2× 2 = 4

(3) [[g(f(x), y)]]v = ([[f(x)]]v)
[[y]]v = ([[x]]v × 2)[[y]]v = 43 = 64．

問題 2

(1) [[y < x]]v[a/x][b/y] = T ⇔ 〈[[y]]v[a/x][b/y], [[x]]v[a/x][b/y]〉 ∈ <M ⇔ 〈b, a〉 ∈ <Mが成立
する． よって， 〈b, a〉 /∈ <M より ， [[y < x]]v[a/x][b/y] = F．
(2) (1)と同様にして， [[y < x]]v[b/x][a/y] = T ⇔ 〈a, b〉 ∈ <Mが成立する． よって，
〈a, b〉 ∈ <M より ， [[y < x]]v[a/x][b/y] = T．
(3) [[x ≈ y]]v[a/x][a/y] = T ⇔ [[x]]v[a/x][a/y] = [[y]]v[a/x][a/y] が成立する ． よって，
[[x]]v[a/x][a/y] = a = [[y]]v[a/x][a/y] より ， [[x ≈ y]]v[a/x][a/y] = T．

問題 3

(1) [[P(x)]]v[1/x] = T ⇔ [[x]]v[1/x] ∈ PM ⇔ 1 ∈ PM = {1}． よって， [[P(x)]]v[1/x] = T．
(2) [[f(x, y)]]v[−1/x][0/y] = fM([[x]]v[−1/x][0/y], [[y]]v[−1/x][0/y]) = fM(−1, 0) = −1×0 = 0．
(3) [[P(f(x, y))]]v[1/x][−1/y] = T ⇔ [[f(x, y)]]v[1/x][−1/y] ∈ PM ⇔ fM(1,−1) ∈ PM ⇔

−1 ∈ {1}． よって， [[P(f(x, y))]]v[1/x][−1/y] = F．

問題 4

(1) [[f(y)]]v = fM([[y]]v) = [[y]]v + 1 = v(y) + 1 = 3 + 1 = 4．
(2) [[f(y)]]v[5/y] = fM([[y]]v[5/y]) = [[y]]v[5/y] + 1 = v[5/y](y) + 1 = 5 + 1 = 6．
(3) [[P(x, y)]]v = T ⇔ 〈[[x]]v, [[y]]v〉 ∈ PM ⇔ 〈2, 3〉 ∈ PM ⇔ 〈2, 3〉 ∈ {〈x, y〉 | 2x+y ≤

7} ⇔ 2× 2 + 3 ≤ 7 ⇔ 7 ≤ 7． よって， [[P(x, y)]]v = T．
(4) (3)と同様に， [[P(x, f(y)]]v = T ⇔ 〈[[x]]v, [[f(y)]]v〉 ∈ PM ⇔ 〈2, fM([[y]]v)〉 ∈ PM

⇔ 〈2, fM(3)〉 ∈ PM ⇔ 〈2, 4〉 ∈ PM ⇔ 〈2, 4〉 ∈ {〈x, y〉 | 2x+y ≤ 7} ⇔ 2×2+4 ≤ 7

⇔ 8 ≤ 7． よって， [[P(x, y)]]v = F．

問題 5

(1) [[f(x, y)]]v[{0,1}/x][{0,2}/y] = fM([[x]]v[{0,1}/x][{0,2}/y], [[y]]v[{0,1}/x][{0,2}/y]) = fM({0, 1}, {0, 2}) =

{0, 1} ∩ {0, 2} = {0}．
(2) [[P(x, y)]]v[{0}/x][{0,2}/y] = T⇔ 〈[[x]]v[{0}/x][{0,2}/y], [[y]]v[{0}/x][{0,2}/y]〉 ∈ PM ⇔ 〈{0}, {0, 2}〉 ∈

PM ⇔ {0} ⊆ {0, 2}． よって， [[P(x, y)]]v[{0}/x][{0,2}/y] = T．
(3) [[P(f(x, y), x)]]v ⇔ 〈[[f(x, y)]]v, [[x]]v〉 ∈ PM ⇔ 〈v(x) ∩ v(y), v(x)〉 ∈ PM ⇔

v(x) ∩ v(y) ⊆ v(x)． ここで， v(x) ∩ v(y) ⊆ v(x)は， 集合の性質より どのよう
な付値 vについても成立するから ， [[P(f(x, y), x)]]v = T．

問題 6

(1) M1について． [[P(x, x)]]v = T ⇔ 〈[[x]]v, [[x]]v〉 ∈ {〈x, y〉 | x < y}〉 ⇔ v(x) < v(x)．
任意の n ∈ Nについて n 6< nであるから ， [[P(x, x)]]v = Tとなるよう な付値は存在
しない．
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(2) M2 について． [[P(x, x)]]v = T ⇔ 〈[[x]]v, [[x]]v〉 ∈ {〈x, y〉 | x × 3 = y × 2}〉 ⇔

v(x)× 3 = v(x)× 2． よって， v(x) = 0なる付値 v をとれば成立する．
(3) M3について． [[P(x, x)]]v = T ⇔ 〈[[x]]v, [[x]]v〉 ∈ {〈x, y〉 | x + y = 9}〉 ⇔ v(x) +

v(x) = 9． n+n = 9となるよう な自然数 nは存在しないから ， [[P(x, x)]]v = Tとな
るよう な付値は存在しない．
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