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L-構造

命題論理では命題変数への付値を用いて解釈を行った．
述語論理ではシグニチャの関数記号と述語記号に対応する
関数と述語をもつL-構造を用いて解釈を行う．

関数記号f ∈ Fnの解釈 — 集合M上のn引数関数
述語記号P ∈ Pnの解釈 — 集合M上のn項関係

定義 16.1. Lをシグニチャ とする． L-構造Mとは， 空で
ない集合M と ， それぞれの f ∈ Fnに対する M上のn引
数関数fM， それぞれのP ∈ Pnに対するM上のn項関係
PMを合わせたもののことをいう． F = {f1, . . . , fm}, P =

{P1, . . . , Pn}のとき，Mを 〈M, fM
1 , . . . , fM

m , PM
1 , . . . , PM

n 〉
と記す． また， 集合Mを L-構造Mの台集合とよび， |M|と
記す．
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例. L = 〈F,P〉， F = {00,−1,+2}， P = {P1, Q2, R3}とす
る．

0M = 0

−M(x) = 2− x

+M(x, y) = (x+ y) mod 3

PM = {0, 1}
QM = {〈0, 0〉, 〈1, 1〉, 〈2, 2〉, 〈1, 0〉, 〈1, 2〉}
RM = {〈0, 0, 0〉, 〈1, 0, 0〉, 〈0, 0, 1〉, 〈0, 1, 0〉}

とするとき， M = 〈{0, 1, 2}, 0M,−M,+M, PM, QM, RM〉
はL-構造． また， |M| = {0, 1, 2}． (n mod mはnをmで
割った余りを表わす． )

arity(P) = 1なので， PMは1項関係， つまり PM ⊆ |M|．
同様に， QM ⊆ |M|2， RM ⊆ |M|3となることに注意．
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L-構造への付値

述語論理の意味論では， 項をL-構造の要素に対応させる．
この対応付けのために， (命題論理のときに行ったように)ま
ず， 変数の対応づけを表わす仕組みを導入する．

定義 16.2. Mを L-構造とする． このとき， 変数集合V か
らMの台集合|M|への関数vのことを， (L-構造Mへの)付
値という．

例． |M| = {a, b}, 変数集合を V = {x0, x1, . . .}とするとき，
次のようにして定義される関数v0は付値である：

v0(xi) =

{
a (iが偶数のとき )
b (iが奇数のとき )
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付値の変更

定義 16.3. Mを L-構造とする． a ∈ |M|， xを変数， vを
Mへの付値とする． このとき， 付値v[a/x]を以下により定
義する．

v[a/x](y) =

{
a (x = yのとき )
v(y) (x 6= yのとき )

つまり， v[a/x]は“xについて aを対応させる”という部
分の変更を vに施した付値となっている．
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例． |M| = {a, b}, V = {x0, x1, . . .}とするとき， 次のよう
にして定義される付値v0を考える

v0(xi) =

{
a (iが偶数のとき )
b (iが奇数のとき )

このとき，

v0[a/x1](xi) =

{
a (iが偶数または i = 1のとき )
b (iが1以外の奇数のとき )

(v0[a/x1])[b/x2](xi) =

{
a (iが2以外の偶数または i = 1のとき )
b (iが1以外の奇数または i = 2のとき )

となる． (· · · ((v0[a1/x1])[a2/x2]) · · ·)[ak/xk]を， 括弧を省略
して， v0[a1/x1][a2/x2] · · · [ak/xk]と記す．
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項の解釈

項は， L-構造の要素で解釈される． この項の解釈は， 付
値に依存する．

定義 16.4. tをシグニチャ L上の項とし ， vを L-構造Mへ
の付値とする． このとき， 付値vに基づく 項tの解釈 [[t]]vと
は， 以下のように定義される |M|の要素のことをいう．

[[t]]v =

{
v(t) (t ∈ V のとき )
fM([[t1]]v, . . . , [[tn]]v) (t = f(t1, . . . , tn)のとき )
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例． L = 〈{00,−1,+2}, {≤2}〉とする． このとき ， L-構造
M = 〈M, 0M,−M,+M,≤M〉を， M = Z， 0M = 0，
−M(x) = −x， +M(x, y) = x+y， ≤M= {〈n,m〉 | n ≤ m}
により定める． また， 付値vを

v(xi) =

{
3 (iが偶数のとき )
5 (iが奇数のとき )

と与える． このとき，
[[+(+(x1, x2), 0)]]v = +M([[+(x1, x2)]]v, [[0]]v)

= +M(+M([[x1]]v, [[x2]]v), 0
M)

= +M(+M(v(x1), v(x2)), 0
M)

= +M(+M(5, 3), 0M)

= +M(8, 0M)

= +M(8, 0)

= 8
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演習 16.5. シグニチャ L = 〈{00,−1,+2}, ∅〉をとり，
0M = 0

−M(x) = 2− x

+M(x, y) = (x+ y) mod 3

とおいたとき， L-構造M = 〈{0, 1, 2}, 0M,−M,+M〉 を考
える． また， 付値vを v(xi) = i mod 3により定める． この
とき， 以下を求めよ．

(1) [[x1]]v
(2) [[−x2]]v
(3) [[(−x1) + (−x5)]]v
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(解答)
(1) [[x1]]v = v(x1) = 1 mod 3 = 1．

(2) [[−x2]]v = −M([[x2]]v) = −M(v(x2)) = −M(2 mod 3) =

−M(2) = 0．

(3)

[[(−x1) + (−x5)]]v = +M([[−x1]]v, [[−x5]]v)
= +M(−M(1 mod 3),−M(5 mod 3))

= +M(−M(1),−M(2))

= +M(1, 0)

= 1
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演習 16.6. シグニチャ L = 〈{00,−1,+2}, ∅〉をとり，
0M = 0

−M(x) = 2− x

+M(x, y) = (x+ y) mod 3

とおいたとき， L-構造M = 〈{0, 1, 2}, 0M,−M,+M〉 を考
える． このとき， 以下を求めよ．

(1) [[x]]v[0/x]
(2) [[−x]]v[0/x]
(3) [[(−x) + (−y)]]v[0/x][1/y]
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演習 16.6. シグニチャ L = 〈{00,−1,+2}, ∅〉をとり，
0M = 0

−M(x) = 2− x

+M(x, y) = (x+ y) mod 3

とおいたとき， L-構造M = 〈{0, 1, 2}, 0M,−M,+M〉 を考
える． このとき， 以下を求めよ．

(1) [[x]]v[0/x]
(2) [[−x]]v[0/x]
(3) [[(−x) + (−y)]]v[0/x][1/y]

(解答)
(1) [[x]]v[0/x] = 0

(2) [[−x]]v[0/x] = 2

(3) [[(−x) + (−y)]]v[0/x][1/y] = 0
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原子論理式

原子論理式の定義(講義資料(10))について思い出そう ：

定義 16.7. [再掲] 原子論理式を以下のように定義する．
(1) Pがアリティ nの述語記号で， t1, . . . , tnが項である
とき， P (t1, . . ., tn)は原子論理式である (特に， n = 0

の場合， P と書く ． )
(2) s, tが項であるとき， (s

.
= t)は原子論理式である．

特に， シグニチャを明示する場合には， シグニチャ L上
の原子論理式という言い方をすることがある．
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原子論理式の解釈

原子論理式の解釈は， 項の解釈を用いて定義される．

定義 16.8. Aをシグニチャ L上の原子論理式， vを L-構造
Mへの付値とする． このとき， 付値vにもとづく Aの解釈
[[A]]vを次のように定義する．

[[P (t1, . . . , tn)]]v =

{
T (〈[[t1]]v, . . . , [[tn]]v〉 ∈ PMのとき )
F (〈[[t1]]v, . . . , [[tn]]v〉 /∈ PMのとき )

[[s ≈ t]]v =

{
T ([[s]]v = [[t]]vのとき )
F ([[s]]v 6= [[t]]vのとき )
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例. L = 〈F,P〉， F = ∅, P = {P1, Q2, R3}とする．
PM = {a, b}
QM = {〈a, a〉, 〈b, b〉, 〈c, c〉, 〈b, a〉, 〈b, c〉}
RM = {〈a, b, b〉, 〈b, a, b〉, 〈b, a, a〉}

とするとき， L-構造MをM = 〈{a, b, c}, PM, QM, RM〉と
おく ．

(1) [[P(x)]]v[a/x] = T． なぜなら， [[x]]v[a/x] = a ∈ PMである
から．

(2) [[Q(x, y)]]v[b/x][c/y] = T． なぜなら， 〈[[x]]v[b/x][c/y], [[y]]v[b/x][c/y]〉 =
〈b, c〉 ∈ QMであるから．

(3) [[R(x, y, z)]]v[a/x][b/y][a/z] = F． なぜなら， 〈[[x]]v[a/x][b/y][a/z],
[[y]]v[a/x][b/y][a/z], [[z]]v[a/x][b/y][a/z]〉 = 〈a, b, a〉 /∈ RMである
から．
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演習 16.9. L = 〈F,P〉， F = ∅, P = {P1, Q2, R3}とする．
PM = {a, b}
QM = {〈a, a〉, 〈b, b〉, 〈c, c〉, 〈b, a〉, 〈b, c〉}
RM = {〈a, b, b〉, 〈b, a, b〉, 〈b, a, a〉}

とするとき， L-構造MをM = 〈{a, b, c}, PM, QM, RM〉と
おく ．

このとき， 以下の真理値を答えよ．
(1) [[Q(x, y)]]v[c/x][c/y]
(2) [[Q(y, x)]]v[b/x][c/y]
(3) [[R(y, x, x)]]v[a/x][b/y]
(4) [[x ≈ y]]v[a/x][a/y]
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(解答)
(1) [[Q(x, y)]]v[c/x][c/y]
〈[[x]]v[c/x][c/y], [[y]]v[c/x][c/y]〉 = 〈c, c〉 ∈ QMより，
[[Q(x, y)]]v[c/x][c/y] = T．

(2) [[Q(y, x)]]v[b/x][c/y]
〈[[y]]v[b/x][c/y], [[x]]v[b/x][c/y]〉 = 〈c, b〉 /∈ QMより，
[[Q(y, x)]]v[b/x][c/y] = F．

(3) [[R(y, x, x)]]v[a/x][b/y]
〈[[y]]v[a/x][b/y], [[x]]v[a/x][b/y], [[x]]v[a/x][b/y]〉 = 〈b, a, a〉 ∈ RMよ
り， [[R(y, x, x)]]v[a/x][b/y] = T．

(4) [[x ≈ y]]v[a/x][a/y]
[[x]]v[a/x][a/y] = a = [[y]]v[a/x][a/y]より， [[x ≈ y]]v[a/x][a/y] =

T．
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演習 16.10. L = 〈F,P〉， F = {00,−1,+2}， P =

{P1, Q2, R3}とする．
0M = 0

−M(x) = 2− x

+M(x, y) = (x+ y) mod 3

PM = {0, 1}
QM = {〈x, y〉 | (x+ y) mod 2 = 1}
RM = {〈x, y, z〉 | x+ y + z ≤ 1}

とするとき， L-構造M = 〈{0, 1, 2}, 0M,−M,+M, PM, QM, RM〉
を考える．

このとき， 以下の真理値を答えよ．
(1) [[P(x+ y)]]v[2/x][1/y]
(2) [[Q(−y,−x)]]v[0/x][1/y]
(3) [[R(0,−x, x+ x)]]v[2/x]
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(解答)
(1) [[P(x+ y)]]v[2/x][1/y]
[[x+ y]]v[2/x][1/y] = 0 ∈ PMより，
[[P(x+ y)]]v[2/x][1/y] = T．

(2) [[Q(−y,−x)]]v[0/x][1/y]
〈[[−y]]v[0/x][1/y], [[−x]]v[0/x][1/y]〉 = 〈1, 2〉． こ こ で， (1 +

2) mod 2 = 1であるから ， 〈1, 2〉 ∈ QM． よって，
[[Q(−y,−x)]]v[0/x][1/y] = T．

(3) [[R(0,−x, x+ x)]]v[2/x]
〈[[0]]v[2/x], [[−x]]v[2/x], [[x+ x]]v[2/x]〉 = 〈0, 0, 1〉． ここで， (0+

0+1) ≤ 1であるから， 〈0, 0, 1〉 ∈ RM． よって， [[R(0,−x, x+
x)]]v[2/x] = T．
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演習 16.11. シグニチャを L = 〈{f1}, {P2}〉とする．

fM(x) = x+ 1

PM = {〈x, y〉 | y = 2x}

とおき， L-構造Mを， M = 〈N, fM, PM〉と定める． (Nは
自然数全体の集合． )

(1) [[P(x, y)]]v = Tとなる付値vを 1つ与えよ．
(2) [[P(x, f(x))]]v = Tとなる付値vはあるか？
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(解答)
(1)

[[P(x, y)]]v = T ⇔ 〈[[x]]v, [[y]]v〉 ∈ PM

⇔ 〈v(x), v(y)〉 ∈ PM

⇔ v(y) = 2v(x)

であるから， v(x) = 1， v(y) = 2となる付値vをとればよい．

(2)

[[P(x, f(x))]]v = T ⇔ 〈[[x]]v, [[f(x)]]v〉 ∈ PM

⇔ 〈v(x), v(x) + 1〉 ∈ PM

⇔ v(x) + 1 = 2v(x)

であるから， v(x) = 1となる付値vをとれば， [[P(x, f(x))]]v =

Tとなる． よって， 答えはYes．
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演習 16.12. シグニチャを L = 〈∅, {P2}〉とするとき， L-構
造Mi = 〈|Mi|, PMi〉 (1 ≤ i ≤ 5)を以下のように定める．

M1 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x < y}〉
M2 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x ≤ y}〉
M3 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x+ y = 2}〉
M4 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x+ y 6= 0}〉
M5 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x 6= y}〉

このとき，
(1) [[P(x, y)]]v[0/x][1/y] = T となるM1～M5を全て挙げよ．
(2) [[P(x, y)]]v[1/x][1/y] = T となるM1～M5を全て挙げよ．
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演習 16.12. シグニチャを L = 〈∅, {P2}〉とするとき， L-構
造Mi = 〈|Mi|, PMi〉 (1 ≤ i ≤ 5)を以下のように定める．

M1 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x < y}〉
M2 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x ≤ y}〉
M3 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x+ y = 2}〉
M4 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x+ y 6= 0}〉
M5 = 〈{0, 1, 2}, {〈x, y〉 | x 6= y}〉

このとき，
(1) [[P(x, y)]]v[0/x][1/y] = T となるM1～M5を全て挙げよ．
(2) [[P(x, y)]]v[1/x][1/y] = T となるM1～M5を全て挙げよ．

(解答)
(1) M1， M2， M4， M5

(2) M2， M3， M4
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原子論理式の命題結合子による結合

付値によって， 原子論理式の真理値が定まった． これは，
命題論理のときに， 付値によって命題変数の真理値が定まっ
たのと同じ ． 従って， 命題論理のときに同様に， 自然に原
子論理式を命題結合子で繋げることができる．

命題論理
[[P]]v = Tかつ [[Q]]v = Tのとき， [[P ∧ Q]]v = T．

述語論理
[[P(x, y)]]v = Tかつ [[Q(z)]]v = Tのとき，
[[P(x, y) ∧ Q(z)]]v = T

原子論理式を命題結合子で繋げた式を量化子を含まない
述語論理式とよぶ(厳密な定義は次ページ)．
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量化子を含まない述語論理式

原子論理式を命題結合子による結合した論理式を， 量化
子を含まない述語論理式とよぶ．

定義 16.13. 量化子を含まない述語論理式は以下のように
帰納的に定義される．

(1) 原子論理式は量化子を含まない述語論理式である．
(2) ⊥および⊤は量化子を含まない述語論理式である．
(3) Aが量化子を含まない述語論理式であるとき， (¬A)

は量化子を含まない述語論理式である．
(4) Aと Bがともに量化子を含まない述語論理式である

とき， (A ∧B)， (A ∨B)， (A → B)は， ともに量化
子を含まない述語論理式である．

命題論理式のときと同様に， 括弧を省略する．
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定義 16.14. Aをシグニチャ L上の量化子を含まない述語
論理式， vを L-構造Mへの付値とする． このとき， 付値v

にもとづく Aの解釈 [[A]]vを次のように定義する．

[[P (t1, . . . , tn)]]v =

{
T (〈[[t1]]v, . . . , [[tn]]v〉 ∈ PMのとき )
F (〈[[t1]]v, . . . , [[tn]]v〉 /∈ PMのとき )

[[s ≈ t]]v =

{
T ([[s]]v = [[t]]vのとき )
F ([[s]]v 6= [[t]]vのとき )

[[⊥]]v = F
[[⊤]]v = T

[[¬B]]v =

{
T ([[B]]v = Fのとき )
F ([[B]]v = Tのとき )

[[B ∧ C]]v =

{
T ([[B]]v = [[C]]v = Tのとき )
F (それ以外)

[[B ∨ C]]v =

{
F ([[B]]v = [[C]]v = Fのとき )
T (それ以外)

[[B → C]]v =

{
F ([[B]]v = T， [[C]]v = Fのとき )
T (それ以外)

25/29

例 16.15. シグニチャを L = 〈{}, {P1, Q1}〉とする．

PM = {x | xは偶数}
QM = {x | xは3の倍数}

とおき， L-構造Mを， M = 〈N, PM, QM〉と定める． (Nは
自然数全体の集合． )

(1) [[¬P(x)]]v[2/x] = not([[P(x)]]v[2/x]) = not(T) = F

(2) [[P(x) ∧ Q(x)]]v[6/x] = and(T,T) = T

(3) [[¬P(x) → Q(x))]]v[1/x] = imp(not(F),F) = F

(4) [[P(x) ∨ ¬Q(y) → Q(x)]]v[1/x][5/y] = F
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演習 16.16. シグニチャを L = 〈{f1}, {P2}〉とする．

fM(x) = x+ 1

PM = {〈x, y〉 | y = 2x}

とおき， L-構造Mを， M = 〈N, fM, PM〉と定める． (Nは
自然数全体の集合． )

このとき， 以下の値を求めよ．
(1) [[¬P(x, f(y))]]v[2/x][3/y]
(2) [[P(x, y) → P(y, x)]]v[1/x][2/y]
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(解答)
(1) [[x]]v[2/x][3/y] = 2， [[f(y)]]v[2/x][3/y] = 4．
よって， 〈2, 4〉 ∈ PMより， [[P(x, f(y))]]v[2/x][3/y] = T．
よって， 解釈の定義より， [[¬P(x, f(y))]]v[2/x][3/y] = F．

(2) [[x]]v[1/x][2/y] = 1， [[y]]v[1/x][2/y] = 2．
よって， 〈1, 2〉 ∈ PM， 〈2, 1〉 /∈ PMより，
[[P(x, y)]]v[2/x][3/y] = T， [[P(y, x)]]v[2/x][3/y] = F．
よって， 解釈の定義より， [[P(x, y) → P(y, x)]]v[2/x][3/y] = F．
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まとめ

• L-構造(Lはシグニチャ )， 付値

• 項の解釈， 付値の変更

• 原子論理式の解釈

• 量化子を含まない述語論理式の解釈
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