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述語論理における健全性と完全性

健全性： 自然演繹体系で証明可能な述語論理式は恒真
完全性： 恒真な述語論理式は自然演繹体系で証明可能

Γ |= A

任意のL-構造M， Mへの任意の付値vについて， 任意の
B ∈ Γについて [[B]]v = T ならば [[A]]v = T．
Γ ⊢ A

除去されていない仮定がΣ ⊆ Γ， 結論がAなる証明図が
存在．

健全性： Γ ⊢ A =⇒ Γ |= A

完全性： Γ ⊢ A ⇐= Γ |= A

(ただし ， 健全性と完全性を合わせて， 完全性とよぶこともある． )
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健全性定理の証明

以下の補題2つはすでに与えた (講義資料(18))．

補題 19.1. vを L-構造Mへの付値， a ∈ |M|とする． (1)
任意の項 tについて， x /∈ V(t)ならば， [[t]]v[a/x] = [[t]]v．
(2)任意の述語論理式Aについて， x /∈ FV(A)ならば，
[[A]]v[a/x] = [[A]]v．

補題 19.2. sをシグニチャ L上の項， xを変数， vを L-構
造Mへの付値とする ． (1)任意の項 tについて， [[[x :=

s]t]]v = [[t]]v[[[s]]v/x]． (2)任意の述語論理式Aについて，
[[[x := s]A]]v = [[A]]v[[[s]]v/x]．

これらの補題を用いて健全性を示す．
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補題 19.3. 証明図Dの除去されていない仮定の集合を Γ，
結論を Aとする． このとき， Γ |= A．

証明.

証明図Dの構造に関する帰納法を用いて示す． 証明図D
の除去されていない仮定の集合を Γ， 結論をAとおく ．Mを
L-構造， vを任意の付値とし， 任意のB ∈ Γについて [[B]]v =

Tを満たすとき， [[A]]v = Tとなることを示す．

推論規則がまだ1度も用いられていない場合， および， 命
題論理にも同じ推論規則がある場合は， 命題論理の場合と
同様に示されるので， 以下ではそれ以外の場合についての
み証明を示す．
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1. 最後に用いられた推論規則が∀の導入規則の場合．
このとき， 証明図

D1
C

が存在して， A = ∀xC， かつ，

D =
D1
C

∀xC ∀I

D1の除去されていない仮定に xは自由に出現しないこと
から， 任意のB ∈ Γについて x /∈ FV(B)．

帰納法の仮定から， Γ |= C．
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今， 付値vが， 任意のB ∈ Γについて [[B]]v = Tを満たす
と仮定する．

x /∈ FV(B)より， 補題 19.1を用いて， 任意のa ∈ |M|に
ついて [[B]]v[a/x] = T．

Γ |= Cより [[C]]v[a/x] = T． 定義より， [[∀xC]]v = T．

5/44

2. 最後に用いられた推論規則が∀の除去規則の場合．
このとき， 証明図

D1∀xC
が存在して， A = [x := t](C)， かつ，

D =
D1∀xC

[x := t](C) ∀E

帰納法の仮定から， Γ |= ∀xC．
今， 付値vが， 任意のB ∈ Γについて [[B]]v = Tを満たす
と仮定する． すると ， [[∀xC]]v = T．

特に， [[C]]v[[[t]]v/x] = T．

よって， 補題 19.2より， [[[x := t](C)]]v = T．
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3. 最後に用いられた推論規則が∃の導入規則の場合．
このとき， 証明図

D1
[x := t](C)

が存在して， A = ∃xC， かつ，

D =
D1

[x := t](C)
∃xC ∃I

帰納法の仮定から， Γ |= [x := t](C)．

今， 付値vが， 任意のB ∈ Γについて [[B]]v = Tを満たす
と仮定する． すると [[[x := t](C)]]v = T．

補題 19.2より， [[C]]v[[[t]]v/x] = T． 従って， [[∃xC]]v = T．
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4. 最後に用いられた推論規則が∃の除去規則の場合．
このとき， 証明図

D1∃xC
[x := z](C)

D2
A

が存在して，

D =
D1∃xC

[[x := z](C)]
D2
A

A ∃E

このとき， z /∈ FV(A) ∪ FV(C)．

また， D2の [[x := z](C)]以外の除去されていない仮定に
は zは自由に出現しない．
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D1の除去されていない仮定の集合を Γ1， D2の除去され
ていない仮定の集合を Γ2とおく ．

すると ， Γ1 ∪ Γ2 = Γ． 帰納法の仮定から， Γ1 |= ∃xC，
および， Γ2 ∪ {[x := z](C)} |= A．

今， 付値vが， 任意のB ∈ Γについて [[B]]v = Tを満たす
と仮定する． すると [[∃xC]]v = T．

従って， ある a ∈ |M|が存在して， [[C]]v[a/x] = T．

補題 19.2より， [[[x := z](C)]]v[a/z] = T．

任意のB ∈ Γ2に対して， z /∈ FV(B)であることから ，
[[B]]v[a/z] = T．

Γ2 ∪ {[x := z](C)} |= Aより， [[A]]v[a/z] = T．

z /∈ FV(A)から， 補題 19.1を用いて， [[A]]v = T．
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5. 最後に用いられた推論規則が反射律の場合．
このとき， A = ∀x (x ≈ x)， かつ，

D =
∀x (x ≈ x) REFL

[[∀x (x ≈ x)]]v = Tより， Γ |= A．

6. 最後に用いられた推論規則が代入法則の場合．
このとき， 証明図

D1
s ≈ t

D2
[x := s](C)

が存在して， A = [x := t](C)， かつ，
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D =
D1
s ≈ t

D2
[x := s](C)

[x := t](C) SUBST

D1の除去されていない仮定の集合を Γ1， D2の除去され
ていない仮定の集合を Γ2とおく ．

すると ， Γ1 ∪ Γ2 = Γ． 帰納法の仮定から， Γ1 |= s ≈ t，
および， Γ2 |= [x := s](C)．

今， 付値vが， 任意のB ∈ Γについて [[B]]v = Tを満たす
と仮定する． すると [[s]]v = [[t]]vかつ [[[x := s](C)]]v = T．

補題 19.2より， [[C]]v[[[s]]/x] = T． よって， [[s]]v = [[t]]v
より， [[C]]v[[[t]]/x] = T． 従って， 補題 19.2より， [[[x :=

t](C)]]v = T． �
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定理 19.4. [述語論理の健全性定理] Γを述語論理式の集合，
Aを述語論理式とする． このとき， Γ ⊢ A =⇒ Γ |= A．

証明． Γ ⊢ Aと仮定．

定義より， 除去されていない仮定の集合がΣ， 結論がA

となる証明図Dが存在して， Σ ⊆ Γ．

補題 19.3より， Σ |= A．

今， Mを L-構造， vをMへの付値， 任意のB ∈ Γにつ
いて， [[B]]v = Tを満たすと仮定．

すると ， Σ ⊆ ΓおよびΣ |= Aより， [[A]]v = T．

ゆえに， Γ |= A． �
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定理 19.5. [モデルの存在] Γを述語論理式の集合とする．
Γがモデルを持つならばΓは無矛盾．

証明． 対偶を示す． Γは矛盾すると仮定する． すると ， Γ ⊢
⊥． よって， ある述語論理式A1, . . . , An ∈ Γが存在して， ⊢
¬(A1∧· · ·∧An)． 健全性定理より， |= ¬(A1∧· · ·∧An)． よっ
て， 任意のL-構造Mについて， [[¬(A1∧ · · · ∧An)]]M = T，
つまり， [[A1∧· · ·∧An]]M = Fとなる． 従って， i = 1, . . . , n

のすべてについて， [[Ai]]M = TとなるようなL-構造Mは
存在しない． {A1, . . . , An} ⊆ Γより， すべてのA ∈ Γについ
て， [[A]]M = TとなるようなL-構造Mは存在しない． よっ
て， Γはモデルを持たない． �
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完全性定理の証明

ここでは， シグニチャが可算である場合についての完全
性定理の証明を紹介する．

定義 19.6. [可算シグニチャ ] シグニチャ L = 〈F ,P〉とす
る． F , Pが可算集合であるとき， Lを可算シグニチャとよ
ぶ．

補題 19.7. [述語論理式集合の可算性] Lを可算シグニチャ
とするとき， L上の述語論理式全体の集合は可算集合であ
る．

証明． 命題論理式集合全体の場合と同様にして出来る． �
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補題 19.8. [無矛盾集合の拡大] L0 = 〈F0,P〉を可算シグ
ニチャ， Γ = Γ0を L0上の述語論理式の集合とする．

C0として， C0 ∩ F0 = ∅となる可算無限個の定数の集合
をとり， c0, c1, . . .をその数え上げとする．

また， A0, A1, . . .を Ai = ∃xiBiの形をしたL0上の述語
論理式の数え上げとする．

(1) L1 = 〈F0 ∪ C0,P〉は可算シグニチャ．
(2) L1上の述語論理式の集合Θ0 = {A′

i | i ≥ 0}を以下によ
り定義する :

A′
i

def
= ∃xiBi → [xi := ci](Bi)

このとき， Γ0： 無矛盾 =⇒ Γ0 ∪Θ0： 無矛盾．
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証明． Γ0 ∪ Θ0 ⊢ ⊥ と 仮定する ． こ のと き ， ある
D1, . . . , Dk ∈ Γ0, A′

i1
, . . . , A′

il
∈ Θ0が存在して，

{D1, . . . , Dk, A
′
i1
, . . . , A′

il
} ⊢ ⊥． このとき矛盾することを

lに関する帰納法で示す．

l = 0のとき． Γ0の無矛盾に矛盾する．

l > 0のとき． このとき， A′
il
= ∃xlBl → [xl := cl](Bl)より，

⊢ (
∧

j

Dj) ∧ (
∧

j<l

Aij) → ∃xlBl (1)

⊢ [xl := cl](Bl) → ¬(
∧

j

Dj) ∧ (
∧

j<l

Aij) (2)

が容易に導かれる．
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定義から， このとき， ((
∧

j Dj)∧ (
∧

j<lAij))は定数clを
含まない． そこで， (2)の証明図中のclを証明図中に現われ
ない新しい変数yで置きかえた証明図をDとすると ，

[∃xl Bl]

[[xl := y](Bl)]
m

D
¬(

∧
j Dj) ∧ (

∧
j<l Aij

)

¬(
∧

j Dj) ∧ (
∧

j<l Aij
) ∃Em

なる証明図が構成できる． よって， ⊢ ∃xlBl → ¬(∧j Dj)∧
(
∧

j<lAij)．

従って， これと (2)から， ⊢ (
∧

j Dj)∧ (
∧

j<lAij) → ⊥と
なるが， これは帰納法の仮定{D1, . . . , Dk, A

′
i1
, . . . , A′

il−1
} 6⊢

⊥に矛盾． �
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定義 19.9. [述語論理式集合Γω] L0 = 〈F0,P〉を可算シグ
ニチャ， Γ0を L0上の無矛盾な述語論理式の集合とする． こ
のとき， 補題 19.8のようにして作った可算シグニチャL1 =

〈F0∪C0,P〉上の無矛盾な述語論理式の集合Γ0∪Θ0を Γ1と
おく ．

同様にして， C1, C2, . . ., L2, L3, . . ., Γ2,Γ3, . . .をとり，

Cω =
⋃

i≥0

Ci, Lω =
⋃

i≥0

Li, Γω =
⋃

i≥0

Γi

とおく ．

補題 19.10. [Γωの性質] (1) Γω は無矛盾． (2) ∃xA
なる Lω上の述語論理式について， ある定数 cが存在して，
∃xA → [x := c](A) ∈ Γω．
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証明．

(1) iに関する帰納法により Γiが無矛盾であることが導か
れる． 今， Γωが矛盾するとする． Γω ⊢ ⊥． 従って， 除去
していない仮定がΓωに含まれ， 結論が⊥となる証明図が
存在する． この除去していない仮定をA1, . . . , Anとおく と ，
{A1, . . . , An} ⊢ ⊥． {A1, . . . , An}は有限集合であるから， あ
るmが存在して， A1, . . . , An ∈ Γm． これはΓmが無矛盾で
あることに矛盾．

(2) ∃xAを Lω上の述語論理式とする． このとき， ∃xAに表
われる定数は有限個であるから， あるmが存在して， ∃xA
はLi上の述語論理式となる． よって， ある定数c ∈ Ciに対
して， ∃xA → [x := c](A) ∈ Γi+1 ⊆ Γωとなる． �
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補題 19.11. [極大無矛盾集合 Γ̃ωへの拡大] ある極大無矛盾
集合 Γ̃ωが存在して， Γω ⊆ Γ̃ωが成立する．

証明． 命題論理の場合と同様にして証明できる． �
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定義 19.12. Lω上の任意の項s, tについて，

s ∼ t
def⇐⇒ ∀x1, . . . , xn(s ≈ t) ∈ Γ̃ω

(ただし ， FV(s) ∪ FV(t) = {x1, . . . , xn}) と定義する．

等号の推論規則と極大無矛盾集合の性質より ∼は等価関
係． ∼の元での tの同値類を [t]と記す．

補題 19.13. ti ∼ si (1 ≤ i ≤ n)とする． このとき， (1)
f(t1, . . . , tn) ∼ f(s1, . . . , sn)． (2) P (t1, . . . , tn) ∈ Γ̃ω ⇐⇒
P (s1, . . . , sn) ∈ Γ̃ω．

証明． 代入法則の推論規則と極大無矛盾集合の性質から明
らか． �
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定義 19.14. [Lω-構造MC] Lω-構造MC = 〈U,PM
0 , . . . ,

fM
0 , . . .〉を以下により定義する．

U = {[t] | tはLω上の項}
PM
i = {〈[t1], . . . , [tn]〉 | Pi(t1, . . . , tn) ∈ Γ̃ω}

fM
i ([t1], . . . , [tn]) = [fi(t1, . . . , tn)]

補題19.13より fM
i やPM

i はwell-defined.

定義 19.15. [代入 ṽ] vをMCへの付値とする． それぞれの
変数xについて， tx ∈ v(x)なる適当な項 txをとり， 代入 ṽ

を ṽ(x) = txにより定める．

明らかに， [[ṽ(s)]]vや [[ṽ(A)]]vの値は txのとりかたによら
ないことに注意する．
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補題 19.16. [代入 ṽの性質] tを項， vをMCへの付値とす
る． このとき， [[t]]v = [ṽ(t)]．

証明． tに関する帰納法で示す．

• t = x ∈ V のとき．
[[x]]v = v(x) = [ṽ(x)]

• t = f(t1, . . . , tn)のとき．

[[f(t1, . . . , tn)]]v = fM([[t1]]v, . . . , [[tn]]v)

= fM([ṽ(t1)], . . . , [ṽ(tn)])

= [f(ṽ(t1), . . . , ṽ(tn))]

= [ṽ(f(t1, . . . , tn))]

�
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補題 19.17. [Γ̃ωのモデル] Aを Lω上の述語論理式， vを
MCへの付値とする． このとき， [[A]]v = T ⇐⇒ ṽ(A) ∈ Γ̃ω．

証明． 述語論理式Aに含まれる論理結合子および量化記号
の数の和に関する帰納法で示す．

1. A = P (t1, . . . , tn)のとき．

[[P (t1, . . . , tn)]]v = T ⇐⇒ 〈[[t1]]v, . . . , [[tn]]v〉 ∈ PM

⇐⇒ 〈[ṽ(t1)], . . . , [ṽ(tn)]〉 ∈ PM

⇐⇒ P (ṽ(t1), . . . , ṽ(tn)) ∈ Γ̃ω

24/44

2. A = s ≈ tのとき．

[[s ≈ t]]v = T ⇐⇒ [[s]]v = [[t]]v
⇐⇒ [ṽ(s)] = [ṽ(t)]

⇐⇒ ṽ(s) ≈ ṽ(t) ∈ Γ̃ω

3. A ∈ {⊥,¬B,B ∧ C,B ∨ C,B → C}のとき．
命題論理のときとほぼ同様にして出来るので省略する．
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4. A = ∀xBのとき．
(=⇒) [[∀xB]]v = Tとすると ， 定義より， 任意の項tにつ
いて， [[B]]v[[t]/x] = T， 従って， 補題 19.2より， [[[x :=

t](B)]]v = T． 帰納法の仮定より， ṽ([x := t](B)) ∈ Γ̃ω．
よって， 任意の項tについて， Γ̃ω ⊢ ṽ([x := t](B))．
一方， 補題 19.10 (2)より， ∃x¬ṽ|x(B) → [x :=

c](¬ṽ|x(B)) ∈ Γ̃ ⊆ Γ̃ωなる定数 cが存在する． 従って，
[x := c](¬ṽ|x(B)) = ¬[x := c](ṽ|x(B))に注意すると， 以
下の証明図により， Γ̃ω ⊢ [x := c](ṽ|x(B)) → ∀x ṽ|x(B)．

[∃x¬ṽ|x(B) → [x := c](¬ṽ|x(B))]

[¬ṽ|x(B)]1

∃x¬ṽ|x(B)
∃I

¬[x := c](ṽ|x(B))
¬E

[[x := c](ṽ|x(B))]2

⊥ →E

ṽ|x(B) RAA1

∀x ṽ|x(B)
∀I

[x := c](ṽ|x(B)) → ∀x ṽ|x(B) →I2
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今， t = cととれば， ṽ([x := t](B)) = [x := c](ṽ|x(B))．
よって， Γ̃ω ⊢ [x := c](ṽ|x(B))． →の除去規則により，
Γ̃ω ⊢ ∀x ṽ|x(B)． 従って， Γ̃ω ⊢ ṽ(∀xB)． よって， 極大
無矛盾集合の性質から ṽ(∀xB) ∈ Γ̃ω．

(⇐=) ṽ(∀xB) ∈ Γ̃ωとする． すると ， Γ̃ω ⊢ ṽ(∀xB)． 代
入の定義より， Γ̃ω ⊢ ∀x ṽ|x(B)．

∀の除去規則から ， 任意の項 tについて， Γ̃ω ⊢ [x :=

t](ṽ|x(B))． ṽ([x := t](B)) = [x := ṽ(t)](ṽ|x(B))に注
意すると， 任意の項tについて， Γ̃ω ⊢ ṽ([x := t](B))．

帰納法の仮定より， 任意の項tについて， [[[x := t](B)]]v =

T． 補題 19.2より， 任意の項tについて， [[B]]v[[t]/x] = T．
よって， [[∀xB]]v = T．
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5. A = ∃xBのとき．

(=⇒) [[∃xB]]v = Tとすると ， 定義より， ある項tについ
て， [[B]]v[[t]/x] = T． 補題 19.2より， [[[x := t]B]]v =

T． 帰納法の仮定より， ṽ([x := t](B)) ∈ Γ̃ω． よって，
ṽ([x := t](B)) = [x := ṽ](ṽ|x(B))． よって， Γ̃ω ⊢ [x :=

ṽ(t)](ṽ|x(B))． ∃の導入規則により， Γ̃ω ⊢ ∃x (ṽ|x(B)) 代
入の定義から， Γ̃ω ⊢ ṽ(∃xB) 極大無矛盾集合の性質か
ら， ṽ(∃xB) ∈ Γ̃ω．

(⇐=) ṽ(∃xB) ∈ Γ̃ωとする． Γ̃ω ⊢ ṽ(∃xB)． よって，
Γ̃ω ⊢ ∃x ṽ|x(B)． このとき ， 補題 19.10 (2)より， あ
る定数 cが存在して， ∃x ṽ|x(B) → [x := c](ṽ|x(B)) ∈
Γ̃ ⊆ Γ̃ω． よって， Γ̃ω ⊢ ∃x ṽ|x(B) → [x := c](ṽ|x(B))．
→の除去規則により， Γ̃ω ⊢ [x := c](ṽ|x(B))． cは定

28/44

数だから ， [x := c](ṽ|x(B)) = ṽ([x := c](B))． よっ
て， Γ̃ω ⊢ ṽ([x := c](B))． よって， 極大無矛盾集合の
性質から ， ṽ([x := c](B)) ∈ Γ̃ω． 帰納法の仮定から ，
[[[x := c](B)]]v = T． 補題 19.2より， [[B]]v[[c]/x] = T．
よって， [[∃B]]v = T．

�
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定義 19.18. [閉じた述語論理式] 自由変数を含まない述語
論理式を閉じた述語論理式とよぶ．

系 19.19. [モデルの存在] Lを可算シグニチャ， Γを L上の
閉じた述語論理式の集合とする． このとき， Γが無矛盾なら
ば， そのモデルが存在する．

証明． Γが無矛盾とする．

このとき， 補題 19.8, 19.10, 19.11, 19.17より， Γ ⊆ Γ̃ω

なる述語論理式の集合 Γ̃ω， Lω-構造MC， 任意のMCへの
付値vと閉じた述語論理式A ∈ Γ̃ωについて [[A]]v = T ⇐⇒
ṽ(A) ∈ Γ̃ωが成立する．

L = 〈F ,P〉, Lω = 〈Fω,P〉, F ⊆ Fωに注意すると， MC

の関数を一部削除して L-構造M′
Cが得られる． 30/44

今， 任意のM′
Cへの付値vと A ∈ Γを考える． すると， v

はMCへの付値でもあるから， [[A]]v = T ⇐⇒ ṽ(A) ∈ Γ̃ωが
成立する． 一方， Aは閉じた述語論理式であるから， ṽ(A) =

A． よって， A ∈ Γ ⊆ Γ̃ωより， ṽ(A) ∈ Γ̃ω． 従って， MC

上で [[A]]v = T． AはL上の述語論理式であったから， M′
C

上でも [[A]]v = T．

以上をまとめると， L-構造M′
Cについて， 任意のM′

Cへ
の付値vと A ∈ Γについて， [[A]]v = T． 従って， M′

CはΓ

のモデルとなる． �
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定理 19.20. [述語論理の完全性定理]
Lを可算シグニチャ， Γを L上の閉じた述語論理式の集合，
Aを L上の閉じた述語論理式とする． このとき， Γ |= A =⇒
Γ ⊢ A．

証明． 対偶を証明する．

Γ 6⊢ Aとする．

このとき， Γ ∪ {¬A}は無矛盾．

系 19.19より， Γ ∪ {¬A}はモデルをもつ．

よって， Γ 6|= A． �

32/44

コンパクト 性定理

完全性定理から得られる性質の1つにコンパクト 性があ
る．

定理 19.21. [コンパクト 性定理] Γを閉じた述語論理式の
集合とする． このとき， Γがモデルを持つ⇐⇒ Γの任意の
有限部分集合がモデルを持つ．

証明． (=⇒) 明らか． (⇐=) 対偶を証明する． Γがモデル
を持たないとする． 系 19.19より， Γは矛盾する． よって，
Γ ⊢ ⊥． よって， ⊥を結論とし ， この証明図に表われる仮
定∆が∆ ⊆ Γであるような証明図が存在する． このとき，
∆ ⊢ ⊥かつ∆は有限． ∆は矛盾するから， 定理 19.5より ∆

はモデルを持たない． �
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(第一階)述語論理の限界

≤を半順序とするとき， a0 > a1 > a2 > · · ·なる無限列
を無限下降列とよぶ．

コンパクト 性を用いて以下が証明できる．

命題 19.22. L = 〈F ,P〉， ≤ ∈ Pとする． このとき， 以
下を満たす (第一階)述語論理式Aは存在しない： 任意のL-
構造Mで [[A]]M = T ⇐⇒ ≤Mは無限下降列を持たない半
順序．
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高階述語論理

第一階述語論理の限界について見てきたが， 記述力をよ
り高めるために， (一般の数学では)高階の論理が用いられ
る．

第二階述語論理は， 対象となる構造の部分集合を表わす
変数とその変数に対する束縛を入れて拡張することによっ
て得られる．

第三階述語論理は， 対象となる構造の部分集合の集合を
表わす変数とその変数に対する束縛を入れて拡張すること
によって得られる．

．．． という ように， 一般に n階述語論理を考えることが
出来る． これらを総称して， 高階述語論理とよぶ．
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目次

- 述語論理の健全性定理の証明
- 述語論理の完全性定理の証明
- 公理化可能性と完全性定理
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有限公理化可能性

(第一階)述語論理の限界で触れたト ピッ クをもう少し掘り下げて，

構造のある特徴を (第一階)述語論理式Aで表わすことが出来るかを一

般的に表わす概念について説明する．

定義 19.23. [(有限)公理化可能性]
(1) Γを閉じた述語論理式の集合とするとき， Mod(Γ)は， Γ
が真となるすべてのL-構造のクラス 1を表わす．
(2) Kを L-構造のクラスとする． Kが公理化可能であると
は， 閉じた述語論理式の集合Γが存在して， K = Mod(Γ)と
なるときをいう．
(3) Kを L-構造のクラスとする． Kが有限公理化可能であ
るとは， 閉じた述語論理式の有限集合Γが存在して， K =

Mod(Γ)となるときをいう．
1’クラス ’とは， 集合として扱う には要素の数が大きすぎる集り と考えればよい．
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例．
(1) 有限集合のクラスは公理化可能でない．
(2) 無限集合のクラスは公理化可能だが有限公理化可能で
ない．
(3) 無限下降列を持たない半順序集合のクラスは公理化可
能でない．

定義 19.24. Lをシグニチャ ， Mを L-構造とする． L上
の閉じた述語論理式の集合Th(M)を以下のように定める：
Th(M) = {A | FV(A) = ∅, [[A]]M = T}

Th(N )は再帰的公理化可能だろうか？
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帰納的集合と枚挙可能集合

次に， 有限公理化可能性よりも広く ， 実用性も失なわな
い再帰的公理化可能性について説明する． このために， 帰
納的集合と枚挙可能集合について説明する．

定義 19.25. Xをある有限記号列(整数， 論理式， 有限木，
文字列， etc.)の集合とする．
(1)任意の有限記号列aについて， a ∈ Xならば Yes， a /∈ X

ならば No を回答してく れるようなあるアルゴリズム (手続
き， プログラム)が存在するとき， 集合Xを帰納的集合(決
定可能集合)とよぶ．
(2) Xの要素を数え上げるようなアルゴリズム (手続き， プ
ログラム)が存在するとき， 集合Xを枚挙可能集合とよぶ．
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例．
(1) ト ート ロジーの集合は帰納的である．
(2) (コンパイルを通る )プログラムの集合は帰納的である．
(3) 自然演繹の証明図の集合は帰納的である．

帰納的な集合は枚挙可能だが， その逆は必ずしも成立し
ない． また， ある集合とその補集合が枚挙可能ならば， そ
の集合は帰納的となる．

(1) 入力aとプログラムPの対で， Pが入力aに対して停止
する対の集合は帰納的でないが， 枚挙可能である．
(2) 恒真な述語論理式の集合は帰納的でないが， 枚挙可能
である．
(3) 任意の入力に対して計算が停止するプログラムの集合
は枚挙可能でない．
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再帰的な公理系

定義 19.26. [再帰的な公理系] 公理系Γが再帰的集合であ
るとき， その公理系Γは再帰的であるという． L-構造のク
ラスが再帰的な公理系Γによって公理化可能なとき， 再帰
的公理化可能であるという．

特に， 有限の閉じた述語論理式の集合は再帰的公理系で
ある． 公理系が無限集合であっても， 再帰的であれば， 公
理が適用できるか否か判定できるので， 充分な有用性をも
つと考えてよい．
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ペアノ 算術の非標準モデル

容易に想像されるように， ペアノ 算術は自然数に基づく
構造〈N, 0, S,+,×〉を意図した体系であるが， 以下が成立す
る．

命題 19.27. ペアノ 算術は 〈N, 0, S,+,×〉以外のモデルを
持つ．

N = 〈N, 0, S,+,×〉をペアノ 算術の標準モデル， それ以
外をペアノ 算術の非標準モデルとよぶ．
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もう 1つの’完全性’

’完全性’という語は， 完全性定理の’完全性’とは違う以
下の意味でも用いられる．

定義 19.28. [公理系の完全性] Γを公理系とする． 任意の
閉じた述語論理式Aについて， Γ ⊢ AまたはΓ ⊢ ¬Aが成
立するとき， 公理系Γは完全であるという． 完全でない公
理系は不完全であるという．

この意味での完全性は， モデルを一意に決めているかと
いう意味と対応する．

命題 19.29. Γを無矛盾な公理系とする． Γは完全⇐⇒ あ
る L-構造Mが存在して， {A | FV(A) = ∅,Γ ⊢ A} =

Th(M)．
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不完全性定理

定理 19.30. [(第一)不完全性定理] ペアノ 算術を含む再帰
的な公理系は， 無矛盾ならば， 不完全である．

従って， Th(N )は再帰的公理化可能ではないことがわか
る．

本当のゲーデルの(第一)不完全性定理の言明はもう少し
強いが， 正確な記述には準備が足りないのでここでは立ち
入らない． なお， ゲーデルの不完全性定理とよばれるもの
には第二不完全性定理もある．
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まとめ

• 健全性と完全性
健全性: 証明可能 ⇒ 恒真
完全性: 恒真 ⇒ 証明可能

• 公理系と公理化可能性
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