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はじめに

証明を書く ことが出来ますか？

なにを記述すれば， 証明したことになるかわか
っていますか？

数理論理学の基本的な知識(と技)を学べば， これが(だい
ぶ?)わかるようになります． 証明の書き方がわかれば， 証
明の読み方がわかります． 証明の読み方がわかれば， 理論
への扉が開きます．

理論がわかれば， 理論と実験的結果との差分も掴めるよ
うになるでしょ う ． これは情報工学/情報科学を専門にする
人にとってはとても大きいはずです．
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数理論理学とは

数理論理学は「 推論の方法とその正しさ」 についての学
問．

「 真である論理式とは， 論理的な推論に従って導かれる
論理式のことである．」

どのように論理的な推論に従って導かれたかを示すもの
を証明とよぶ．

(数理論理学以外も含めた)より幅広い論理学の文脈では，
論理的な推論は演繹的推論とよばれる．
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+---------+

| "理論" |

+----+---------+----+

| 数学 　 |

+-----+-------------------+------+

| 数理論理学 　 |

-----+--------------------------------+-----

さまざまな場面で， 理論的な解析を使う ことがあるが，
その道具は数学． 数学のどのような分野を用いるかはいろ
いろだが (あるいは， “数学”には通常含まれてないような
分野かもしれない． オート マト ン， アルゴリズム， プログ
ラム意味論， etc.)， 数学をきちんと使いこなすには， 数学
の基礎となる数理論理学(論理的な推論の理解とやり方， 数
学の仕組み・ 証明の仕方)を身につける必要がある．
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論理的な推論とは

• 推論方法の『 根本』 に焦点

• 絶対確実な推論のみ

• 後に正しく なく なるようなことがあるものは対象外
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論理的な推論とは

論理的な推論の例：

「 すべての人は死ぬ．
ソクラテスは人である．
従って， ソクラテスは死ぬ．」

「 すべての鳥は嘴をもつ．
ペンギンは鳥である．
従って， ペンギンは嘴をもつ．」

“従って”という 2つの前提から 1つの結論を導いている
際に使っている推論は， 論理的な推論の例．
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論理的な推論とは

これらの推論はどれも

「 すべてのXはYである．
a は X である．
従って， a は Y である．」

のような一般形をもつ．

論理的な推論は， 個々の言明の内容ではなく ， 言明の一
般的な形に基づく ．
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初等教育における論理

数学教育の2側面： 計算力と証明力

計算： 問題に応じて正しい計算方法を適用して解を得る．

証明： 定義や公理から出発し ， 論理的に正しい推論を繰り
返して定理を導く ．

この2つはとても異なる技． 計算力は早い段階から学習
が始まる (子供は規則が大好き (?))． 証明力はある程度の年
齢から (自分自身に問い掛ける態度が必要(?))．

計算力教育の担い手は主に解析． 証明力教育の担い手は
主に幾何． 論理それ自身を学習することはない．
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幾何の問題での論理的な推論の例

日本の初等教育で論理的な推論を鍛える代表選手は， 中
学の幾何の問題．

A

B C

D

O

|AB| = |DC|かつ |AC| = |DB|とするとき，
(1) △ABCと △DCBが合同であることを示せ．
(2) △ABOと △DCOが合同であることを示せ．
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三角形の合同条件：
(a) 3辺の長さがそれぞれ等しい．
(b) 2辺の長さとその間の角がそれぞれ等しい．
(c) 1辺の長さとその両端の角がそれぞれ等しい．

つまり， 以下のような推論が正しい
「 3辺の長さがそれぞれ等しい⇒ 2つの三角形は合同」
「 2辺の長さとその間の角がそれぞれ等しい ⇒ 2つの三角
形は合同」
「 1辺の長さとその両端の角がそれぞれ等しい ⇒ 2つの三
角形は合同」
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推論ステッ プを 1つ1つ辿ることで示せる．

(仮定より ) |AB| = |DC|かつ |AC| = |DB| (1)

(等号の性質より ) |BC| = |BC| (2)

((1),(2)と合同条件(a)より ) △ABCと △DCBが合同 (3)

((3)と合同性の性質より ) |AB| = |DC| (4)

((3)と合同性の性質より ) ∠OAB = ∠ODC (5)

((3)と合同性の性質より ) ∠ABC = ∠DCB (6)

((3)と合同性の性質より ) ∠ACB = ∠DBC (7)

((6),(7)と減算の性質より )

∠ABO = ∠ABC − ∠DBC

= ∠DCB − ∠ACB = ∠DCO (8)

((5),(6),(8)と合同条件(c)より ) △ABOと △DCOが合同
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数学のすべての命題は， 定義や公理から， 論理的な推論
によって得られる．

「 有限個の開集合の共通部分は開集合である」
「 ラムダ計算は合流性をもつ」
「 集合Aと Bが可算であればその直積も可算である」
「 任意の帰納的部分順序集合は極大元をもつ」

これらは現代的な数学できちんと意味のある命題． ほと
んどの人には， これらの命題のほとんどはおまじないのよ
うに意味をもたないかもしれない．

さまざまな用語の定義はその分野を勉強しないとわから
ないが， 用いる論理的な推論はすべて共通． どのような命
題も論理的な推論ステッ プを 1つ1つ辿ることで示せる．
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論理は数学のルール

直観は頭の中で考える上で重要だが， 直観に頼った推論
はとても間違えやすい． 論理的な推論をきちん行うことで，
• どこで間違えたか，
• どこで思わぬ仮定が推論に入り込んだか，
• どの定義が曖昧か，
などを明確にすることができる．
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直観に頼った推論は誤りやすい

アキレスと亀のパラド ッ クス

足の速さで， アキレスはギリシャで伝説的です． 亀がアキレスと競
争します． ただし ， 亀はハンディ として， アキレスよりゴールに近い場
所からスタート することにします．

このとき， アキレスが亀に追いつく 状況を考えてみます． まず， ア

キレスが亀に追いつく には， 亀がスタート するところに到達しなく て

はなりませんが， その間に亀は少し進んでしまいます． しかし ， そうす

ると， アキレスが亀に追いつく には， そのとき亀がいるところに到達し

なく てはなりませんが， またその間にも亀は少し進んでしまいます． こ

う して， いつまでたってもアキレスは亀に追いつけません (？ )．
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直観に頼った推論は誤りやすい

ベリーのパラド ッ クス

英語の文章に使える記号 (a,b,空白,;,など )は有限個です． 従って，
200文字未満の文章の種類も有限個しかありません． すると， 200文字
未満の文章で表わせる正整数の種類も有限個しかないことになります．
すると， 200文字未満の文章で表わせる正整数のうち， 最大の数がある
はずです． そこで， その数を kとおきましょ う ．

正整数を表わす文章の例：「 999の999乗の · · · の999乗 」
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直観に頼った推論は誤りやすい

ベリーのパラド ッ クス

英語の文章に使える記号 (a,b,空白,;,など )は有限個です． 従って，
200文字未満の文章の種類も有限個しかありません． すると， 200文字
未満の文章で表わせる正整数の種類も有限個しかないことになります．
すると， 200文字未満の文章で表わせる正整数のうち， 最大の数がある
はずです． そこで， その数を kとおきましょ う ．

正整数を表わす文章の例：「 999の999乗の · · · の999乗 」

ところが，

the least positive integer that is not denoted by an English
expression containing fewer than 200 occurrences of symbols
(長さ 200文字以下の英語文では表現できない最小の正整数)

という文章は200文字未満の文章なのに， k+1を表わしてしまう (？ )．
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目次

- はじめに ～論理とは～

- 論理学概観 ～論理学の歴史を振り返りながら～

(お断り )以下で紹介する歴史の話は， 講義内容を俯瞰するための参考に紹介する

ものであり， 史実の確かさについて保証するものではありません．
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アリスト テレス論理学

論理学の始まりといわれているのはギリシャのアリスト
テレス (Aristotle, B.C.384–322)．

「 すべての人は死ぬ．
ソクラテスは人である．
従って， ソクラテスは死ぬ．」

アリスト テレス論理学はその後17世紀まで論理学の基礎
であった．
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アリスト テレス論理学

アリスト テレスは， 以下の4つのタイプの言明について，
syllogism とよばれる推論がどのような場合に正しいか議
論した．

All X is Y

No X is Y

Some X is Y

Some X is not Y
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アリスト テレス論理学

以下は正しい論理的な推論か？

(1) All X is Y

Therefore, All non-Y is non-X

(2) All X is Y

No Z is Y

Therefore, No Z is X

(3) All X is Y

Some Z is Y

Therefore, Some Z is non-X
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Venn Diagrams ベン図

(Venn, 1881) 論理的な推論はベン図を使うと考えやす
い．

A
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Venn Diagrams ベン図

B
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Aと Bの積(共通部分)

A ∩B
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Aと Bの和(合併)

A ∪B
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Aの反転

A◦
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Bの反転

B◦
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ド ・ モルガンの法則 (1)

(A ∪B)◦ = A◦ ∩B◦
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ド ・ モルガンの法則 (2)

(A ∩B)◦ = A◦ ∪B◦
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部分集合 (A ⊆ B)

A
B

A ⊆ B ⇔ A ∩B = A ⇔ A ∪B = B

⇔ A ∩B◦ = 0 ⇔ A◦ ∪B = 1

(ここで， 0は空集合， 1は全体集合を表す． )
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アリスト テレス論理学(再)

前の推論(2)をベン図を使って考えてみると？

All X is Y

No Y is Z

Therefore, No X is Z

X ⊆ Y

Y ∩ Z = 0

Therefore, X ∩ Z = 0

この推論にはどんな法則が使われているだろうか？
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X ⊆ Y

Y ∩ Z = 0

Therefore, X ∩ Z = 0

X
Y

Z

• 複雑な命題になると， ベン図ではうまく 表わせない．
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真理値と命題結合子

真理値
命題が正しい/正しく ないと考えるかわりに， 命題それぞれ
が， 真(正しい場合)や偽(正しく ない場合)という値をもっ
ていると考える

「 Y ∩ Z = 0」
⇐⇒命題「 x ∈ Y ∩ Z」 の値は偽
⇐⇒命題「 (x ∈ Y )かつ (x ∈ Z)」 の値は偽

「 かつ」 は， 単純な命題「 x ∈ Y 」 と「 x ∈ Z」 から， より複
雑な命題を構成する． このようなものを命題結合子とよぶ．

Y ∪ Zに対応する命題結合子「 または」
Y ◦に対応する命題結合子「 not」

も導入できる
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真理値表

A ¬A

T F

F T

A B A ∧B

T T T

T F F

F T F

F F F

A B A ∨B

T T T

T F T

F T T

F F F
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A → Bの真理値

X ⊆ Y ⇔ a ∈ X implies a ∈ Y

X ⊆ Y ⇔ X ∩ Y ◦ = 0

⇔ a /∈ X ∩ Y ◦

⇔ a ∈ (X ∩ Y ◦)◦

⇔ a ∈ X◦ ∪ (Y ◦)◦

⇔ a ∈ X◦ ∪ Y

⇔ a ∈ X◦ or a ∈ Y

⇔ (not a ∈ X) or a ∈ Y

つまり， A → Bと ¬A ∨Bの論理的な意味は同じ．
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真理値表

命題A, Bの真(T)偽(F)が決まったときの， 命題¬A, A ∧ B, A ∨ B,

A → B， A ↔ Bの真偽を表にしたもの

A ¬A

T F

F T

A B A ∧B

T T T

T F F

F T F

F F F

A B A ∨B

T T T

T F T

F T T

F F F

A B A → B

T T T

T F F

F T T

F F T
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真理値の計算

含まれている単純な命題の真理値によって， 複雑な命題の
真理値は決まる．

P Q R Q → R P → (Q → R)
T T T T T
T T F F F
T F T T T
T F F T T
F T T T T
F T F F T
F F T T T
F F F T T
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アリスト テレス論理学(再)

前の推論(2)を命題計算を使って考えてみると？

All X is Y

No Y is Z

Therefore, No X is Z

x ∈ X → x ∈ Y

x ∈ Y → ¬ (x ∈ Z)

Therefore, x ∈ X → ¬ (x ∈ Z)
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「 x ∈ X → x ∈ Y 」 は， T

「 x ∈ Y → ¬ x ∈ Z」 は， T

そのとき， 「 x ∈ X → ¬ x ∈ Z」 は， T

実際に， 真理値表で確認してみると．．．

x ∈ X x ∈ Y x ∈ Z x ∈ X ¬(x ∈ Z) x ∈ Y x ∈ X

→ x ∈ Y → ¬(x ∈ Z) → ¬(x ∈ Z)

T T T T F F F

T T F T T T T

T F T F F T F

T F F F T T T

F T T T F F T

F T F T T T T

F F T T F T T

F F F T T T T
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Algebra ’al-jabr’

Algebra(代数)という と現在では抽象代数を指すが， 語
源はアラビア語の’al-jabr’：
式の変形によって等式の解を得る方法

1 + x = 3− x

⇒ 2x = 3− 1

⇒ 2x = 2

⇒ x = 1
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Algebra ’al-jabr’

Algebra(代数)という と現在では抽象代数を指すが， 語
源はアラビア語の’al-jabr’：
式の変形によって等式の解を得る方法

1 + x = 3− x

⇒ 2x = 3− 1

⇒ 2x = 3− 1

⇒ x = 1

論理推論を式変形のように簡単にできないか．
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ジョ ージ・ ブール

(George Boole, 1815-1864)

(画像はウィ キペディ アより引用)
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ブール代数

式変形にもとづく 論理推論， “論理の代数”

A. De Morgan (Formal Logic, 1874), George Boole

(Calculus of Thought, 1854), C.S. Pierce, Ernst

Schröder (The Algebra of Logic, 1890), W.S.Jevons

(Pure Logic, 1864; Elementary Lessons in Logic, 1870).

1. X ∪X = X

2. X ∩X = X

3. X ∪ Y = Y ∪X

4. X ∩ Y = Y ∩X

5. X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪X

6. X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩X

38/63



7. X ∩ (X ∪ Y ) = X

8. X ∪ (X ∩ Y ) = X

9. X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z)

10. X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z)

11. X ∪X◦ = 1

12. X ∩X◦ = 0

13. (X◦)◦ = X

14. X ∪ 1 = 1

15. X ∩ 1 = X

16. X ∪ 0 = X

17. X ∩ 0 = 0

18. (X ∪ Y )◦ = X◦ ∩ Y ◦

19. (X ∩ Y )◦ = X◦ ∪ Y ◦
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アリスト テレス論理学(再)

X ⊆ Y (1)

Y ∩ Z = 0 (2)

Therefore, X ∩ Z = 0

By (1) X ∩ Y ◦ = 0 (3)

By (3) X ∩ Y ◦ ∩ Z = 0 (4)

By (2) X ∩ Y ∩ Z = 0 (5)

By (4),(5) (X ∩ Y ∩ Z) ∪ (X ∩ Y ◦ ∩ Z) = 0 (6)

By (6) (X ∩ Z) ∩ (Y ∪ Y ◦) = 0 (7)

By (7) (X ∩ Z) ∩ 1 = 0 (8)

By (8) X ∩ Z = 0
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2つの方法論

1. 真理値にもとづく 方法

真と偽という命題の“意味”を考える
「 意味論 」

2. 等式による導出

規則によって， 機械的に導出ができるかを考える．
「 構文論 」

まったく 異なる 2つの方法だが， この2つの方法は同値に
なる (「 完全性 」 )
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エミール・ レオン・ ポスト

(Emil Leon Post, 1897-1954)

(画像はウィ キペディ アより引用)
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数学の厳密化

論理学が18世紀までほとんど発展がなかった一方で， 18
世紀までに数学の世界はおおきな発展を遂げていた． さま
ざまな驚く べき “定理”が発見されて， 厳密な記述や厳密な
証明が問題になるようになってく る．

直線上の点は「 互いに触れ合う 2片の境界」 により確定され
る (アリスト テレス)

❀ 切断による実数の定義 (Dedekind, 1872)

❀ 有理数のコーシー列による実数の定義 (Cantor, 1883)

一方で， アリスト テレス流の論理学は， 数学で用いられ
る高度な推論を行うには不十分．
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フレーゲによる論理学の刷新

1884年　『 算術の基礎』
1893年　『 算術の基本法則』 第1巻
1903年　『 算術の基本法則』 第2巻

「 論理に基づいてどこまで数学が展開できるのだろうか」

多く の革新的なアイデアで現代の論理学の基礎を構築
• 真理値(真と偽)の導入
• 関数と引数に分解した命題の導入
• 論理変数と量化子の導入
• 証明体系の導入
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アリスト テレス論理学を一般化

「 すべての人は死ぬ．
ソクラテスは人である．
従って， ソクラテスは死ぬ．」

「 ∀x (P x → Q x) ⇒ P a ⇒ Q a」

当時の数学を展開できる論理の体系を与えたように見え
たが， その体系には矛盾があることが判明(ラッセルのパラ
ド ッ クス)．

アイデアも記法も非常に難解であったため， その仕事は
なかなか知られることがなかった．
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ゴッ ト ロープ・ フレーゲ

(Gottlob Frege, 1848－ 1925)

(画像はウィ キペディ アより引用)
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ラッ セルのパラド ッ クス

”Hardly anything more unfortunate can befall a scientific writer than to

have one of the foundations of his edifice shaken after the work is finished. This

was the position I was placed in by a letter of Mr. Bertrand Russell, just when

the printing of this volume was nearing its completion.”

「 学問的著作に携わるものにとって．．．， 自らの仕事を完
遂した後に， それが土台から揺るがされる事態に逢着する
ことほど望まらしからぬことはない． この巻の印刷が終わ
ろう としていたそのときに， バート ランド ・ ラッ セル氏か
ら送られてきた手紙によって私が立たされることになった
のが， まさにそうした状況であった．」 (フレーゲ，『 算術の基
本法則』 第2巻， あとがき )
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バート ランド ・ ラッ セル

(Bertrand Russel, 1872-1970)

(画像はウィ キペディ アより引用)

48/63



ラッ セルのパラド ッ クス (集合論バージョ ン )

集合は対象の集まりですが， 対象として集合そのものを考えてよい．

このとき， 普通， 集合そのものは， それ自体の要素にはなっていま
せん． つまり， X ∈ Xは成立していません． けれども， 集合全部の集
合， などを考えると， 集合全部の集合は集合ですから， それ自身の要素
になっています．

今， Aとして自分自身を含まない集合を全部集めた集合をとります．

つまり， Aというのは， X /∈ Xが成立しているようなXを集めた集合

です． このとき， A ∈ Aか考えてみます． A ∈ Aとすると， 集合Aの定

義から， A /∈ Aとなっているはずで， これは矛盾ですから， A ∈ Aは

成立していません． 一方， A /∈ Aとすると， 集合Aの定義から， Aは集

合Aに含まれるはずです． つまり， A ∈ Aとなってしまい， やはり矛盾

なので， A /∈ Aも成立していません． 従って， A ∈ Aでも A /∈ Aでも

ないことになってしまいます (？ )．
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パラド ッ クスの回避

自己言及的な構成を許すことが問題

型の理論(theory of types)

(Bertrand Russel, 1903)

個体をタイプ 0とする．
タイプ 0の個体に対する述語をタイプ 1とする．
タイプ 1の述語に対する述語をタイプ 2とする．
...
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プリンキピア・ マテマティ カ

(Alfred North Whitehead and Bertrand Russell, 1910,

1912, and 1913)

「 数学で発展させられた全てのアイデアと推論ステッ プ
を論理に基づいて厳密に再現しよう． 」

フレーゲのアイデアと仕事がこれで知られるようになり，
数学に大きなインパクト を与えることになった．
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短縮版の表紙
(画像はウィ キペディ アより引用)
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プリンキピアの証明体系(命題論理断片)

公理： (1) (P ∨ P ) → P

(2) Q → (P ∨Q)

(3) (P ∨Q) → (Q ∨ P )

(4) (P ∨ (Q ∨R)) → (Q ∨ (P ∨R))

(5) (Q → R) → ((P ∨Q) → (P ∨R))

推論規則：

A → B A
B

A
Aθ θ: 命題変数の具体化

“公理から推論規則を繰り返し使って得らえるものだけ
が正しい命題”
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ヒルベルト の計画

フレーゲ～プリンキピア・ マテマティ カへの批判： 型の
理論に基づく ため， 従来行われていたような数学の証明が
しづらい．

1904: 「 論理学と算術の基礎」 (国際数学者会議での講演)

集合論や自然数論を形式化し， その無矛盾性を証明すべ
き．

1. プリンキピアの公理から本当に矛盾が導かれないか？
2. 数学のどんな定理の証明にも十分な証明体系は？
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第一階述語論理

『 数理論理学の基礎』 (Hilbert and Ackermann, 1928)

第一階述語論理， 第二階述語論理， ...という形で， 述語論
理を見通しよく 整理．

公理：
(1) A → (B → A)

(2) (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C))

(3) A → (B → (A ∧B))

(4) A ∧B → A

(4’) A ∧B → B

(5) A → A ∨B

(5’) B → A ∨B

(6) (A → C) → ((B → C) → (A ∨B → C))
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(7) (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A)

(8) ¬¬A → A

(9) A(t) → ∃xA(x)

(10) ∀xA(x) → A(t)

推論規則：

A → B A
B

A(a) → C
∃xA(x) → C

C → A(a)
C → ∀xA(x)

ただし ， aはCに出現しない．

Hilbert の問題提起
•証明体系の無矛盾問題． (どうやって体系から矛盾が

導かれないということが示せるのか？ )

•証明体系の完全性問題． (正しい論理式は必ず証明体
系をつかって示せるのだろうか？ )
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社会現象
自然現象 理論

数学

論理
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理論 数学

論理

数学の理論は， 論理を対象とすることもできる．
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意味論 数学

論理

数学の理論は， 論理を対象とすることもできる．
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意味論と構文論

意味論： 真理値表のアイデアを数学の概念を使って一般化．

「 真な論理式とは， すべての数学的なモデル上で成り立
つ論理式のことである．」

構文論： いろいろな推論形式が発明．

「 真な論理式とは， 論理的な推論に従って導かれる論理
式のことである．」

意味論と構文論における真の概念は等価なのか？

「 意味論と構文論は論理学の両輪」
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第一階述語論理の完全性

ゲーデルの完全性定理(Kurt, Gödel, 1930)

第一階述語論理の証明体系と意味論が対応する．
従って， 第一階述語論理の証明体系は無矛盾．
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ヒルベルト の計画のその後

「『 プリ ンキピア・ マテマティ カ』 やその関連体系での形
式的に決定不可能な命題について， I」 (Kurt Gödel, 1931)

ゲーデルの(第一)不完全性定理
ペアノ 算術を含む再帰的な公理系は， 無矛盾ならば，
不完全である．

自然数の算術を含むような十分に強い体系では， 体系の
無矛盾性は示せない．
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おわりに

歴史的には， 論理学は， 数学よりずっと遅れて発明され，
数学の言葉であり， ルールである論理を， きちんと人類が
理解するようになるまで， 2千年以上もの年月が費されてい
ます．

この講義ではそのエッ センスを紹介します．
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