
2024年度 数理論理学 復習問題 (9)

問題 1 健全性の証明における補題 9.5にて， 最後に用いられた推論規則が ∨の導
入規則の場合の証明を示せ．

問題 2 健全性の証明における補題 9.5にて， 最後に用いられた推論規則が ∨の除
去規則の場合の証明を示せ．
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2024年度 数理論理学 復習問題解答 (9)

問題 1

• 最後に用いられた推論規則が ∨の導入規則の場合．

このとき， 証明図
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前者の場合を考える． (後者の場合についても同様． ) D1の除去されていな
い仮定の集合は， Dの除去されていない仮定の集合と等しいので， Γと等し
い． また， 帰納法の仮定から ， Γ |= C． 今， 付値 vが， 任意の B ∈ Γについ
て [[B]]v = Tを満たすと仮定する． すると ， Γ |= C より ， [[C]]v = T． 解釈の
定義から [[A]]v = [[C ∨D]]v = T． よって， Γ |= A．

問題 2

• 最後に用いられた推論規則が ∨の除去規則の場合．

このとき， 命題論理式B,C および 3つの証明図
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となっている．
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D1 の除去されていない仮定の集合を Γ1， D2 の除去されていない仮定の集
合を Γ2 ∪ {B}， D2 の除去されていない仮定の集合を Γ3 ∪ {C}， (ただし ，
B /∈ Γ2， C /∈ Γ3) とおく ． このとき， Dの除去されていない仮定の集合は
Γ1∪Γ2∪Γ3となるから ， Γ1,Γ2,Γ3 ⊆ Γ． また， 帰納法の仮定から， Γ1 |= B∨C，
Γ2 ∪ {B} |= A， Γ3 ∪ {C} |= Aが成立する．

今， 付値 vが， 任意の B ∈ Γについて [[B]]v = Tを満たすと仮定する． する
と ， Γ1 ⊆ Γおよび Γ1 |= B ∨C より ， [[B ∨C]]v = T． よって， 解釈の定義よ
り ， [[B]]v = Tまたは [[C]]v = Tが成立する．

[[B]]v = Tの場合， Γ2 ⊆ Γおよび Γ2 ∪ {B} |= Aより ， [[A]]v = Tが成立する．

[[C]]v = Tの場合， Γ3 ⊆ Γおよび Γ3 ∪ {C} |= Aより ， [[A]]v = Tが成立する．

よって， いずれの場合も [[A]]v = Tとなる． よって， Γ |= A．
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